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Presentacion

En repetidas ocasiones se ha dicho que el mundo vive actualmente en la Fdad de la
Informacidon; pero también se ha dicho que esta afirmacién es inexacta y que lo que actual-
mente se vive es una Fconomia de la Informacion. En esta dltima, cualquier conocimiento
es objeto de comercio que se vende y se paga: una mercancia pues. Como nunca antes, se
hace una defensa legal y punitiva de los derechos de autor. Lo cual en principio no estéa
mal si no es porque para los autores y creadores intelectuales, salvo algunos pocos casos,
la compensacion econémica es practicamente nula.

En el campo cientifico esto es atin méas grave. La generacién del conocimiento en ciencias
se paga, es su mayoria, con dinero publico. Pero un grupo muy reducido de empresas
internacionales controlan la publicacion y difusién de ese conocimiento sin absolutamente
ninguna retribucién a sus autores o instituciones, al contrario. Pero la invencién de la
internet y la www -paradéjicamente- ha venido también acompanada de iniciativas, atn
timidas, para hacer que ese conocimiento sirva realmente para la formacion de los individuos
y en ultima instancia para que la ciencia sea una verdadera herramienta y motor para el
desarrollo humano. De esta manera ha nacido el llamado movimiento del acceso libre que se
plantea la distribucion del conocimiento cientifico de manera abierta, irrestricta y gratuita
para el publico general que, finalmente, es quien con sus impuestos financia la mayor parte
de la actividad cientifica.

Hace més de 10 afios se inici6 en México el proyecto editorial Coplt-arXives que se
plante6 la publicacién de textos académicos bajo la filosofia de acceso abierto. Hoy pre-
sentamos con un enorme entusiasmo el libro Relatividad para futuros fisicos del Dr. Saul
Ramos-Sénchez, quien de manera generosa lo ha propuesto para publicacién en este proyec-
to académico y para el beneficio de los estudiantes de fisica en México y en general aquellos
de habla hispana en el mundo entero y que se veran dotados ahora con un texto escrito
con autoridad y exactitud. Con ello, Coplt-arXives celebra ademés el lanzamiento de una
nueva coleccion de libros. Esta vez especificamente dedicada a libros de texto y que hemos
titulado Textos contempordneos en alusién al movimiento literario impulsado por Jaime
Torres-Bodet y quien fuera un intelectual mexicano de gran trayectoria. Torres-Bodet es-
taria al mando de la SEP en el afio 1959 cuando estableci6 el proyecto de libros de texto
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gratuito para ensenianza bésica en México. Un prototipo vanguardista del acceso abierto
para la educacién publica de México. A casi 60 anos de la destacada obra de Torres-Bodet,
nos congratulamos de la publicacién en linea de este primer volumen.

Octavio Miramontes Vidal
Editor Jefe, Copit-arXives
CDMX, 29 de mayo del 2018

Palabras del autor

La ensenianza obligatoria de la relatividad en la licenciatura en fisica en la Facultad
de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) tiene menos de 15
anos, a pesar de que esta disciplina nacié en 1905, con el trabajo seminal de Albert Einstein
sobre relatividad especial. Y s6lo hace cuatro anos se reconocié que, siendo la relatividad
un elemento tan importante como la mecénica cuantica en nuestra comprension fisica del
universo, es necesario que un estudiante de fisica adquiera a la mitad de su carrera una
visién amplia de uno de los trabajos més importantes de Einstein. Esta situacion no es tnica
en la UNAM, hay varias Universidades latino-americanas en las que sélo recientemente se
comenz0 la ensenanza de esta predictiva area de la fisica y también existen otras que atn
no incluyen cursos sobre relatividad.

Un argumento usual para evitar la ensenanza de la relatividad es que los elementos
matematicos que se requieren para comprenderla son muy avanzados y que el grado de
madurez necesario en un estudiante para que pueda aprovechar un curso de esta naturaleza
es el de un alumno de posgrado. Contrario a este punto de vista, estoy convencido de que
un estudiante a partir del segundo semestre de su carrera en fisica posee las herramientas
para apreciar con profundidad los fundamentos de la relatividad especial. Asimismo, un
estudiante con conocimientos solidos de calculo diferencial y geometria Euclidiana en varias
dimensiones es capaz de comprender la relatividad general. Proporcionar una guia adecuada
para esos estudiantes es uno de los propoésitos de este texto.

Este texto no contiene material original. Los temas discutidos aqui aparecen en muchos
importantes libros sobre la teoria de la relatividad, tales como los recomendados, como
textos auxiliares, en la Bibliografia. La diferencia entre esos libros y el presente trabajo es
que, en mi opinién, ninguno de ellos resulta ideal como una introduccién a ambas ramas
de la teoria de la relatividad para ser impartida en un curso semestral de licenciatura o
pregrado, durante apenas tres horas por semana. Ademas, la mayoria de ellos son encon-
trados sblo en inglés, lo que frecuentemente impide que un estudiante joven adopte esos
libros. Otra diferencia es que, en algunos temas, este texto ofrece discusiones que podrian
hacer mas accesibles los conceptos fisicos y las consecuencias de la relatividad.

La estructura de este trabajo también es diferente a la de los libros habituales. En lu-
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gar de dividir los temas en varios capitulos que pueden consultarse independientemente, los
tres capitulos de este texto estan pensados para leerse consecutivamente. Ademés, varios
temas secundarios, tales como las falsas paradojas de la relatividad, han sido relegados a las
secciones de ejercicios, al final de cada capitulo. Por esta razén, un estudiante cuidadoso,
deberfa no sélo consultar el desarrollo y contenido conceptuales de este texto, sino ejercitar-
se frecuentemente con la resolucion de los ejercicios. Los ejercicios estan planeados para que
el estudiante pueda repasar las ideas centrales del texto y, simultaneamente, desarrollar su
propia intuicion. Especialmente, las prequntas conceptuales suelen ser de respuesta directa,
pero requieren una comprension mas profunda que los tipicos ejercicios algebraicos.

Una ultima diferencia de este texto con respecto a otros ya disponibles es que esta
planeado para que un estudiante interesado en especializarse en fisica de altas energias lo
encuentre especialmente util. Esto motiva la eleccién de algunas convenciones y la inclusién
de secciones y ejemplos que aportan herramientas imprescindibles para esos estudiantes.
No obstante, cualquier estudiante, al concluir la revisiéon del texto, adquirird conocimientos
sélidos sobre la teoria de la relatividad, lo que le permitirda desarrollarse en el area de su
interés.

Los tres capitulos de este texto estdn concebidos para estudiarse en cinco semanas
cada uno, dedicando entre tres y seis horas por semana, incluyendo la resoluciéon de los
ejercicios. El primer capitulo aporta una discusion detallada de los elementos esenciales
de la relatividad especial. Tras discutir su relevancia conceptual, incluyendo una discusién
del grupo de Lorentz y las leyes de conservacion, se abordan algunas aplicaciones fisicas
de la relatividad especial, incluida la descripcion relativista de particulas sin espin. El
segundo capitulo introduce los conceptos matematicos clave de la relatividad general, tales
como los tensores, las variedades, la métrica y la curvatura, asi como los elementos fisicos
fundamentales de la relatividad general, tales como el tensor de energia—momento, el tensor
de Einstein y, como ejemplo recurrente, las ecuaciones de Maxwell. El tercer capitulo tiene
como objetivo estudiar la relatividad general como resultado del principio de equivalencia
y el principio relativista en términos del formalismo desarrollado en el segundo capitulo;
esto conduce a un analisis de las principales pruebas de la relatividad general y un analisis
superficial de dos aplicaciones importantes: los agujeros negros y la cosmologia moderna.

Este texto constituye una introduccién a la teoria de la relatividad, a nivel licenciatura,
por lo que i) en algunos casos, la claridad conceptual fisica ha sido preferida al rigor
matemaético, y ii) existen diversos topicos que no han sido siquiera mencionados, tales como
aspectos cuanticos de los agujeros negros, relatividad especial en diversas coordenadas,
versiones de gravedad modificada, etc. Sin embargo, el texto contiene suficiente material
para motivar al estudiante interesado a especializarse durante sus estudios de posgrado,
empleando textos més ambiciosos como los enumerados en la Bibliografia.

La profundidad y amplitud con la que se discuten los temas estdn basadas en mi propia
experiencia impartiendo el curso frente a varios grupos. Es posible que otros docentes
opinen que se requiere mas tiempo o herramientas alternativas para discutir los elementos
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de la relatividad aqui presentados. No obstante, estoy convencido de que los temas de este
texto pueden ser transmitidos a estudiantes de licenciatura como se plantea aqui, dado que
ellos también dedican tiempo a repasar los temas y resolver los ejercicios propuestos, y se
evitan en un primera lectura los temas marcados con un asterisco.
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Prdlogo

Hace ya més de 100 anos, Albert Einstein revolucioné la manera en la que entendemos
el Universo cuando present6, primero en 1905 la teorfa especial de la relatividad, y luego en
1915 la teoria general de la relatividad. La relatividad especial era una nueva cinematica
compatible con el postulado, empiricamente confirmado con altisima precisiéon, que dice
que la velocidad de la luz es absoluta, es decir, la misma para todo observador inercial. Las
consecuencias de este postulado fueron una revisiéon radical de nuestros conceptos de espacio
y tiempo, mostrando en particular que las mediciones de longitudes y tiempos son distintas
para diferentes observadores inerciales, que la simultaneidad es relativa, que la rapidez de
la luz es no solo absoluta sino un limite maximo para toda interaccién causal, y que la
masa y la energia son equivalentes. En 1908 Hermann Minkowski mostré que la relatividad
especial de Einstein podia reinterpretarse como la geometria de un espacio-tiempo de 4
dimensiones dotado de una estructura causal dada por los conos de luz.

Para 1908 Einstein ya habia concluido que la teorfa de la gravitaciéon newtoniana era
incompatible con la relatividad especial por lo que requeria ser modificada. Einstein intuyo
que la propiedad fundamental de la gravitacion era la vieja observacion de Galileo de que
todos los cuerpos caen con la misma aceleracién en un campo gravitacional sin importar su
masa. Einstein elevé esta observacion a un postulado fisico que hoy nos parece fundamental,
el llamado principio de equivalencia que afirma que en caida libre las leyes de la fisica se
deben reducir, al menos localmente, a las leyes en ausencia de gravedad, es decir, a las de
la relatividad especial. El principio de equivalencia result6 ser un arma muy poderosa, que
llevé a Einstein a la idea de que la gravedad deberia poder ser descrita por una deformacion
en la geometria del espacio-tiempo de Minkowski, o dicho de otra forma, que la gravedad
no era otra cosa que una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo. La nueva teoria
relativista de la gravitacion era una generalizacion de la relatividad especial para geometrias
curvas, razén por la cual Einstein mismo la bautizé como relatividad general.

La relatividad general tuvo logros importantes relativamente pronto, al explicar en
detalle un avance en el perihelio de la 6rbita Mercurio de 40 segundos de arco por siglo, que
habia sido imposible de entender con la gravitaciéon newtoniana. La nueva teoria también
predecia que la luz deberia desviarse al pasar cerca de un objeto masivo, predicciéon que
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quedo confirmada en 1919 gracias a las observaciones de Arthur Eddington de la posicién
de estrellas cercanas al Sol durante un eclipse solar. Este resultado catapult6 a Einstein a la
fama internacional. Durante la década de los 1920’s la relatividad general fue utilizada para
estudiar la evolucién del Universo como un todo, primero por el mismo Einstein, y luego por
cientificos tales como Georges Lemaitre, Alexander Friedmann, Willem de Sitter y otros.
En particular, Lemaitre mostrd que las ecuaciones de la relatividad general mostraban
que el Universo deberia estar en expansién, y que en un pasado remoto todo el Universo
habria estado concentrado en una regiéon pequena de muy alta densidad, a la que llamoé
el “huevo cosmico”, y que representa el primer atisbo al modelo cosmologico de la Gran
Explosion. Pese al rechazo inicial de Einstein, la expansion del Universo fue comprobada
observacionalmente por Edwin Hubble en 1929. A la relacién que rige la expansion del
Universo se le conoci6é durante décadas como la ley de Hubble, aunque muy recientemente
este nombre ha sido cambiado a la ley de Hubble-Lemaitre (hace un par de semanas al
momento de escribir estas lineas).

Pese a estos importantes logros iniciales, la relatividad general fue relegada durante
décadas a un segundo plano en la fisica-matematica. La complejidad de los conceptos ma-
tematicos, su poca utilidad en el estudio de sistemas astrofisicos para los que en general
los efectos relativistas son casi despreciables, aunada al espectacular éxito de la mecéinica
cuantica, opacé durante mucho tiempo a la relatividad general. La teoria tuvo un resur-
gimiento en la década de los 1960’s, cuando cientificos de la talla de Stephen Hawking,
Roger Penrose, John Wheeler y otros mostraron una serie de resultados teéricos de gran
relevancia.

Sin embargo, la relatividad general continué siendo un tema en el que trabajaban unas
pocas decenas de cientificos a nivel internacional, comparado con los miles que trabajaban
en temas de mecéanica cuantica y particulas elementales, por ejemplo. Incluso, en la enorme
mayoria de los programas de estudios de fisica en distintas Universidades, la relatividad
general era una materia optativa que muy pocos estudiantes cursaban. Hasta hace unos
pocos anos, no era extrano encontrar fisicos profesionales altamente exitosos que nunca
habian aprendido relatividad general. Afortunadamente, esto ha cambiado recientemente.
El desarrollo casi explosivo de la cosmologia moderna durante los tltimos 20 afios, gracias
a la existencia de satélites especializados que han aportado datos de gran precisién, y mas
recientemente la primera deteccion de las ondas gravitacionales en el 2015, han hecho que
la relatividad general entre de lleno a la astrofisica moderna.

De la misma manera que la relatividad general se mantuvo relativamente aislada del
resto de la fisica por varias décadas, los pocos libros de texto que se escribieron durante todo
ese periodo resultaban dificiles de entender para los estudiantes de fisica. La teoria habia
quedado en manos de matemaéaticos, y los libros reflejaban ese estilo: definiciones, lemas,
teoremas, demostraciones, etc. Incluso libros famosos como el de Hawking y Ellis ( The Large
Scale Structure of Spacetime, Cambridge Univ. Press, 1973) seguian este formato. Quiza
el primer libro que adopté un estilo mas intuitivo y geométrico fue el de Misner, Thorne
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y Wheeler (Gravitation, W.H. Freeman and Co., 1973), pero tal vez era atn demasiado
técnico y enciclopédico, y dirigido principalmente a estudiantes avanzados de posgrado.
En el mundo de habla inglesa la situacién cambi6 en la década de los 1980 y después,
con una serie de textos con una vision mas moderna, geométrica e intuitiva, y accesibles a
estudiantes avanzados de licenciatura.

En este contexto muchos investigadores en relatividad general comenzaron a exigir la
inclusiéon de esta teorfa como un curso obligatorio para estudiantes de licenciatura, a la
par de los cursos de electrodinamica o mecanica cuantica. En particular, en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México dicho curso se volvio parte del
programa obligatorio a fines de la década del 2000 (aunque, hay que decirlo, con menos
horas que otros cursos obligatorios, razén por la cual atn no es posible cubrir todos los
temas que se requieren). Habia llegado el momento entonces de tener un libro escrito en
castellano para estudiantes de paises de habla hispana. Es aqui donde entra este nuevo
libro escrito por Sail Ramos-Sénchez. Investigador del Instituto de Fisica de la UNAM y
especializado en la teorfa de cuerdas. El autor conoce a fondo la relatividad general y la
necesidad de un texto accesible y claro para estudiantes de licenciatura.

El libro esta dividido en tres partes, y adaptado a un curso semestral de tres horas
semanales, motivo por el cual se concentra principalmente en el desarrollo de la teoria, y
un poco menos en los detalles de las aplicaciones astrofisicas, aunque si se discuten las més
importantes.

La primera parte es una introduccién a la relatividad especial, iniciando desde el princi-
pio de relatividad de Galileo, el famoso experimento de Michelson y Morley, y las transfor-
maciones de Lorentz. De ahi el autor introduce conceptos elementales de calculo tensorial.
Si bien es posible estudiar relatividad especial de manera puramente algebraica sin intro-
ducir tensores, esto no le hace en realidad ningin favor al estudiante, pues se pierde la
intuicion geométrica y el formalismo matemaético necesario para después entender la re-
latividad general. Es entonces un gran acierto de este libro introducir estas herramientas
desde el primer capitulo. El libro toca también algunos temas méas avanzados que rara vez
se ven en un curso introductorio de relatividad, tales como el grupo de Lorentz-Poincaré,
y conceptos de mecanica cuantica relativista.

La segunda parte del libro aborda de lleno la visién geométrica de la relatividad, in-
troduciendo poco a poco al lector en el formalismo de la geometria diferencial, primero en
coordenadas curvilineas y después en espacios curvos. De nuevo se discuten algunos temas
avanzados tales como las simetrias del espacio-tiempo y los campos de Killing, el concepto
del grupo de holonomias (fundamental en la biisqueda moderna de una teoria cuantica de
la gravedad), y las densidades tensoriales.

Finalmente, en la tercera parte el libro aborda las aplicaciones méas importantes de la
relatividad general. En particular se introduce la soluciéon de Schwarzschild que representa
tanto el campo gravitacional externo a un objeto con simetria esférica, asi como los agujeros
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negros mas simples. Se estudia en detalle la desviacion de la luz en un campo gravitacional,
y la precesion de la érbita de Mercurio. Finalmente, el libro trata varios temas de enorme
actualidad, tales como las recientemente descubiertas ondas gravitacionales y la cosmologia
moderna.

Este libro sin duda llena un hueco importante en la literatura cientifica de habla his-
pana, y es altamente recomendable para estudiantes avanzados de la licenciatura en fisica,
cubriendo desde los conceptos béasicos de la teoria de la relatividad hasta los temas mas
candentes de la astrofisica y la cosmologia modernas.

Miguel Alcubierre
Noviembre, 2018
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Algunos datos y convenciones

Se utilizaran las siguientes convenciones y definiciones:

» ¢ denota la rapidez de la luz en el vacio, dada por ¢ = 299,793,458 m/s. En calculos
numéricos se utilizara el valor aproximado ¢ =~ 3 x 108 m/s.

» La constante de gravitacion universal de Newton: G ~ 6.674 x 1071 N - m?/kg?.
» La constante de Boltzmann: kp ~ 1.38 x 10723 J/K ~ 8.617 x 107 eV /K.
» La constante de Planck: h =~ 6.626 x 10734 J-s ~ 4.136 x 1071° eV s.

= Cuando resulte conveniente, se utilizaran las llamadas unidades naturales, definidas
aqui por la asignacién ¢ = Gy = 1. Se indicara cuando se empleen.

= Las coordenadas espacio—temporales se denotan por el arreglo vertical de 4 compo-
nentes, con unidades de longitud, (ct,z!, 22, 2%)7. Comtnmente, la combinacién ct es
denotada z°.

» Otranotacion ttil para las coordenadas espacio-temporales es (z#) = (20, 2!, 22, 23)7.

Anélogamente, para otros vectores; por ejemplo, las componentes de momento en un
espacio-tiempo se denotan como (p*) = (p°, p*, p?, p*)7.

= Los indices griegos u,v,p,... son llamados indices espacio-temporales con valores
0,...,3. Estos etiquetan las componentes espacio-temporales de posicion (z#), mo-
mento (p*), vector de onda (k*), ....

» Los indices latinos i, j, k, . . . toman los valores 1,2, 3, de manera que estéan reservados
para vectores espaciales, habituales, y/o las componentes espaciales de un vector en
espacio—tiempo.

= El espacio dual al espacio de vectores se denomina espacio de 1-formasy sus elemen-
tos también tienen 4 componentes, las cuales se denotan con indices inferiores; por
ejemplo, una 1-forma valida tiene las componentes (p,) = (po, p1, P2, D3)-
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Algunos datos y convenciones

Se utilizara la llamada convencion de sumas de Einstein, de acuerdo a la cual, cuando
un indice es repetido en un monomio, se debe interpretar como la suma de la expresion
en el monomio con todos los valores que puede adquirir el indice. Por ejemplo, si los
valores que puede adquirir un indice son p = 0,1, 2, 3, entonces

3
atpy = Z 2p, = 2%po + &'p1 + 2%pa + 2°ps.
pn=0
Puede haber més de un indice repetido en una expresiéon monomial. Por ejemplo,

3 3
Fu P =3 "N F,F.
pn=0rv=0

En el caso de indices espaciales (latinos) repetidos, la convencion de sumas aplicara
posicionando los indices siempre de la siguiente manera:

3
r'at = Zx’x’ = (z")? + (2?)® + (2%)%.
i=1

Los vectores espaciales se denotan con letras negritas, e.g. v = (v!,v%,v*)T. Su mag-

nitud se representa como v = |v| y se determina mediante |v|? = viv'.

0B denota la proporcién entre la rapidez de un sistema fisico y la de la luz ¢, f =
|v|/c. B designa frecuentemente la rapidez relativa entre sistemas de referencia con
movimiento rectilineo uniforme.

El factor de Lorentz se denota como v = (1 — 62)71/2.

La métrica espacio—temporal de Minkowski (correspondiente a un espacio—tiempo
plano) esta dada por la matriz diagonal 4 x 4, n = diag(1,—1,—1,—1).

La métrica de una variedad (Riemanniana o Lorenziana) arbitraria se denota por g;
sus componentes satisfacen g, = g,,, es decir, g es simétrica.

El producto escalar de 4—vectores en el espacio—tiempo de Minkowski se denota como

3 3
-y =z,y" = Z Tyt = Z "y’ = 2Ny’
=0 v,u=0
1 0 y°
—1 yl
z-y= (2% b, 22, 27 1 2
0 -1 Y3
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Debido a que el resultado es un ntimero real y, por tanto, independiente del indice p,
en la expresiéon x,y* decimos que el indice y ha sido contraido.

= Debido a la convencién elegida en la signatura de la métrica, el intervalo diferencial
en espacio—tiempo plano esta dado por

ds? = (dz%)? — dz'dz’ .
» El tiempo propio de un sistema (inercial o no) se denota como 7 y satisface instan-
taneamente la relacion diferencial c2dr? = ds?.
» La derivada covariante se denota como D (en lugar de V, para evitar confusiones).
= Los simbolos de Christoffel (de segundo tipo) se denotan como I'* .

= El tensor de Ricci se define en términos de las componentes del tensor de Riemann
como la contraccion R, = R,qy.

= El escalar de Ricci se define como R = R* e

» En la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (ver seccion 3.5.1), el llamado factor
de escala a(t) tiene dimensiones de longitud.

= El simbolo = denota la imposicion de una igualdad. E.g. A L B indica el requeri-
miento de que A sea igual a B.

= La conversion entre energia E en GeV y temperatura T en K se establece mediante
la constante de Boltzmann como T = E/kp ~ 1.16 x 10'3 K/GeV.

Puesto que las convenciones aqui definidas no son universales, el lector deberé verificar
qué convenciones se utilizan en los textos auxiliares que decida emplear.
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Introducciéon
La relatividad en el siglo XXI

Es imposible no vincular la teoria de la relatividad con Albert Einstein, su creador, quizéa
el icono cientifico més grande del siglo pasado. Mediante la versiéon especial de su teoria,
Einstein logré demostrar que las reglas de la electricidad y el magnetismo no dependen
de cémo se mueva quien la experimente, contrario a lo que la fisica de Newton concluia.
Mostré también que las ondas electromagnéticas, al contrario de las otras ondas conocidas
en ese tiempo, existen incluso en el vacio. Posteriormente, su relatividad general explico los
cambios “andémalos” observados en la 6rbita de Mercurio. Ademaés, sin més herramientas
que la geometria y un axioma de la época de Galileo, predijo correctamente que la luz sufre
de atracciéon gravitacional, a pesar de que las particulas que la describen no poseen masa,
v que la luz es més azul cuanto mas cerca se encuentre de un cuerpo con masa.

Estas predicciones que aparecieron en el articulo original de Einstein fueron confirmadas
paulatinamente hace més de medio siglo en distintos experimentos y observaciones que
catapultaron a Einstein a una fama nunca antes vista en los medios cientificos. Para la
sociedad cambiante de inicios del siglo XX, el hecho de que con tan s6lo matematicas se
puedan describir increibles aspectos de la naturaleza fue una grata sorpresa. Quiza no es
que fuera una experiencia inédita, sino que pocos esperaban un cambio tan revolucionario
en un paradigma que habia durado siglos. Antes de Einstein, la descripcién Newtoniana
de la gravitaciéon era venerada por su simplicidad y validez universal. Desafiar a semejante
autoridad con el talento con que lo hizo Einstein conquisté a todos.

Muy pronto se descubrié que la relatividad escondia més sorpresas. En 1915, el mismo
ano de su presentacién en publico, la teoria reveld la posible existencia de cuerpos astrofi-
sicos con masas estelares que no dejan escapar ni la luz, los agujeros negros. Estas bestias
devoradoras de materia se convirtieron inmediatamente en las celebridades més seductoras
y enigméticas de la relatividad entre un amplio publico. Poco después, Einstein mostré que
su teoria predice la existencia de ondas gravitacionales, deformaciones del tejido césmico
que se mueven a la velocidad de la luz, como si fueran velocisimos sismos espaciales. Por
si fuera poco, pronto se observo que es posible obtener una descripcion cientifica detallada
de la historia del universo basada en las ecuaciones de la relatividad.
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Pese a lo interesante de estas ultimas anotaciones, durante varias décadas del siglo
pasado en los circulos cientificos més conservadores los estudios de los agujeros negros,
las ondas gravitacionales y la cosmologia no eran vistos més que como curiosos trabajos
tedricos. La razon fue y ha sido que es complicado o imposible realizar confirmaciones
directas y que es dificil hacer los célculos relativistas precisos para poder comparar con
observaciones indirectas.

Sin embargo, ingeniosos (y a veces solo afortunados) experimentos han acumulado vas-
ta evidencia indirecta. Por ejemplo, sobre cosmologia, el descubrimiento de la radiacién
cosmica de fondo, predicha y descrita por el modelo cosmologico de la gran explosiéon como
la radiacién remanente de una época temprana en la que el universo era muy caliente, fue
un ladrillo importante en la consolidacién de la cosmologia. Su descubrimiento fue galardo-
nado con el maximo honor del Premio Nobel en 1978. A pesar de esto, aiin existian dudas
sobre si el modelo de la gran explosién, basado en la relatividad general, era el correcto para
describir esta radiacién. Por fortuna, una década después fue confirmado que la radiacién
no es uniforme en todo el cosmos y que la medicién de estas inhomogeneidades coincide
con lo predicho por la teoria. Celebrado con el Premio Nobel en 2006, este descubrimiento
no dejé muchas opciones abiertas. La cosmologia descrita por la relatividad es la méas apro-
piada. Una mediciéon mas detallada de la expansién del universo condujo pronto al tltimo
mayor descubrimiento cosmologico: el universo crece cada vez mas rapido (Premio Nobel
2011). Y (casi) todo puede ser ajustado perfectamente a partir de la relatividad general.

La confirmaciéon de la existencia de los agujeros negros y las ondas gravitacionales no
tiene una historia mas corta. Por una parte, los agujeros negros siempre han representado
una singular molestia cientifica. El hecho de que la teoria indique que la fuerza gravitacional
en el corazon de los agujeros negros es infinita indica un grave problema: justamente ahi
la teoria de la relatividad general deja de ser vélida. Asi, por algin tiempo se consider6
que los agujeros negros son un truco que nos juegan las matematicas. Sin embargo, los
tedricos plantearon que, al igual que las estrellas compuestas enteramente de neutrones, los
agujeros negros son los cadaveres de estrellas més grandes que la nuestra. La confirmacién
de la existencia de las estrellas de neutrones en los 1960s y observaciones indirectas del
movimiento de estrellas alrededor de regiones oscuras condujeron a la certeza de que hay
muchos agujeros negros en el universo, y de que pueden tener masas de millones de veces
la del Sol.

Ademas, los agujeros negros, aunque no son las tipicas aspiradoras cosmicas que nos
pintan, si absorben grandes cantidades de materia de su vecindario césmico, creando a
su alrededor un anillo de material incandescente que emite radiacién, llamado disco de
acrecion. Esta radiacién predicha por la teoria ha sido confirmada especialmente en el
centro de galaxias como la nuestra. En la Via Lactea, el movimiento de un grupo de
estrellas alrededor del centro de la galaxia, “perseguido” por astrénomos desde los 1990s,
ha revelado que ahi habita un cuerpo relativamente pequefio y oscuro con masa de casi 3
millones de veces la del Sol y que emite radiacion segun las predicciones para un agujero
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negro. Si esto no bastara, en 2011 se observé un disco de acrecién con emisiéon de radiaciéon
X, consistente con las predicciones de agujeros negros con masas de miles de millones de
veces la de nuestra estrella absorbiendo el material de un quasar.

La ultima serie de observaciones indirectas de los agujeros negros tiene que ver con las
ondas gravitacionales. A pesar de que éstas pueden producirse con cualquier movimiento
acelerado (hasta un aplauso las produce) de acuerdo a la teoria, s6lo ondas gravitacionales
generadas por violentos eventos césmicos son capaces de producir ondas gravitacionales que
podamos detectar en la Tierra con sensores tan sensibles como para medir deformaciones
del espacio de una milésima del tamano de un protén o menos. La deteccién de ondas
gravitacionales en 2015, galardonada en 2017 con el Premio Nobel, tuvo el reto de explicar el
origen de la deteccion. Supercomputadoras con sofisticados programas lograron demostrar
que la senal, de acuerdo con la relatividad, s6lo es consistente con la colisién y mezcla de dos
agujeros negros con masas equivalentes a algunas decenas de veces la del Sol. De un golpe,
dos de las predicciones més controversiales de la relatividad fueron comprobadas jhace
apenas un par de afios! Y la evidencia sigue acumulandose actualmente con la finalidad de
explorar posibles desviaciones de las predicciones de la teorfa de Einstein y de encontrar
aplicaciones astronémicas del estudio de las ondas gravitacionales.

No s6lo las ondas gravitacionales y los agujeros negros estan bajo la lupa de los inves-
tigadores actualmente. Como deciamos, el modelo cosmologico de la gran explosién puede
explicar todas las observaciones de la dindmica del universo bajo suposiciones muy senci-
llas sobre la geometria del espacio—tiempo y una suposiciéon sobre el contenido del cosmos
basada en mediciones recientes: un 5% es materia como la que hay en nuestro planeta,
un 27% es un tipo de materia denominado materia oscura que no emite luz, y un 68 %
del contenido césmico es una forma de energia apodada energia oscura que provoca la
expansion acelerada que observamos.

El mayor misterio es que nadie tiene la menor idea de qué son la materia y la energia
oscuras. No es nada que hayamos podido observar directamente hasta ahora, aunque hay
suficiente evidencia indirecta para afirmar que esas “sustancias” o algo que tiene los mismos
efectos existe. Hay quienes, no obstante, estan convencidos de que debemos modificar lige-
ramente las ecuaciones basicas de la relatividad general para percatarnos de la verdadera
naturaleza de esas entidades oscuras. Otros consideran que sélo la inmensamente desafiante
busqueda de la compatibilidad de la relatividad general y la mecénica cuéntica disipara
nuestras dudas.

Y esta mezcla nos conduce hoy de regreso a los agujeros negros. El interior de los
agujeros negros, por ser inobservable, es totalmente desconocido. Lo tnico que sabemos
es que la gravedad debe ser tan intensa en su interior que podria tener efectos sobre las
particulas mas diminutas comparables con los efectos producidos por las fuerzas cuanticas
que, segun la fisica de particulas, rigen su comportamiento. De ser asi, es posible que ahi
se manifieste una forma de gravedad cuantica, que debemos teorizar con base en lo que
hemos comprobado en el dltimo siglo.
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Pero incluso para los menos interesados en los aspectos fundamentales de la gravedad,
la teoria de la relatividad ofrece hoy herramientas modernas importantes. Ademas de ser
relevante en el sistema de posicionamiento global (GPS), es crucial en las observaciones
astronoémicas. La desviacion de la luz debida a su paso cerca de formaciones galacticas,
estrellas, planetas, etc. provoca un desplazamiento aparente en la posiciéon de las estrellas
y galaxias con respecto a la real. Pero no es el tinico efecto. Si detrds de un cuerpo as-
trofisico muy masivo habita una galaxia, la desviacion de los haces de luz emitidos por la
galaxia en todas direcciones pueden ser desviados hacia nosotros en todo el contorno del
“estorbo” astrofisico. A este efecto se le llama lente gravitacional. Las lentes gravitacionales
no so6lo permiten caracterizar lo que hay detras de los objetos observables que provocan la
desviacién de la luz, sino también, cuando se presentan en regiones donde no hay obstacu-
los visibles, nos exhiben propiedades de objetos inobservables, como los agujeros negros y
formaciones de materia oscura, que aiin no han sido descritos completamente.

La relatividad, a pesar de su edad, sigue siendo un tesoro en desarrollo, cuyas preguntas
y respuestas plantean retos actuales que probablemente se convertiran en la base de los
descubrimientos futuros y de un cambio de paradigma como el que vivieron los testigos de
la osadia de Einstein. La pregunta que podemos formularnos es si queremos ser los futuros
fisicos que estaran en el corazén de esa previsible revolucion o no.



Capitulo 1

Fundamentos de la relatividad
especial

1.1. Introduccién

Desde el siglo XVII, Galileo Galilei introdujo el elemento clave para la relatividad: el
principio de la relatividad. En su version, establece que todas las leyes fisicas son las
mismas en cualquier sistema moviéndose con una velocidad uniforme con respecto a otro
sistema en reposo absoluto (después llamaremos a estos sistemas inerciales).

La mecéanica de Newton se desarrollé basada en este principio, encontrando que dos
azriomas adicionales eran necesarios para que las teorias fueran consistentes:

1. el tiempo es absoluto, o sea, es el mismo para todo observador inercial; y

2. las interacciones ocurren instantaneamente, incluso si son a distancia.

Durante dos siglos, estos axiomas fueron considerados correctos. Sin embargo, el descubri-
miento de la electrodinamica y, en particular, el hecho de que E y B satisfacen la ecuacién
de onda en el vacio

1 9 9 1 9 9 9 1
<028t2_v >E:0: <028t2—v >B, C :Toeo, (11)

produjeron un cambio de paradigma. Primero, para Maxwell esto fue una senial clara de que
la luz era efectivamente una onda electromagnética gobernada por los campos E y B. En
segundo lugar, estas ecuaciones de onda no son invariantes bajo las transformaciones que
Galileo y Newton propusieron para relacionar los puntos de vista de observadores inerciales
(ver problema 1.3 y la seccion 1.3).
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Posteriormente, estos problemas llevaron al principio fundamental en la formulacion de
Einstein de la relatividad especial: la velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos
los observadores inerciales independientemente de su movimiento.

Antes de entrar en detalles, estudiaremos la observacion experimental més importante
que conduce inevitablemente a esta conclusion.

1.2. El experimento de Michelson—Morley

Cuando Hertz confirmé que, como predijo Maxwell, la luz es una onda electromagnética,
la mayoria de los cientificos llegaron a la conclusion de que el medio en que estas ondas se
movian debfia ser el éter, una sustancia estéatica de densidad despreciable que llenaba todo
el universo. El éter serfa inmévil con respecto a las estrellas fijas de Newton.

Michelson y Morley reportaron en 1887 un experimento basado en la interferencia
de rayos de luz viajando por diferentes caminos para comprobar la existencia del éter.
El montaje experimental propuesto por ellos se puede observar esqueméticamente en la
figura 1.1. Sobre una mesa circular que permite ser rotada, se coloca al centro un divisor
de haz. En un extremo de la mesa se coloca una fuente de luz colimada dirigida hacia el
divisor de haz. En el extremo opuesto a la fuente hay un espejo. Perpendicularmente a la

rapidez
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interferencia

Figura 1.1: Interferémetro de Michelson y Morley. Un haz de luz es dividido a lo largo de dos
direcciones perpendiculares (los brazos del interferémetro). Tras recorrer un distancia L, los haces
son reflejados hacia el divisor de haz, que los recombina y dirige hacia un observador. En caso de
que el éter exista y se desplace en la direccién de uno de los brazos, se deberia observar un patréon
de interferencia.
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recta del espejo y la fuente, se colocan otro espejo y una lente donde habré un observador.
Los caminos perpendiculares por los que se desplazan los haces se conocen como brazos del
interferémetro. Los haces de luz que surgen del divisor de haz recorren la misma distancia
L = 11m hasta los espejos, de ida y regreso, para ser recombinados y proyectados hacia
el punto de observacién. Dado que la Tierra se desplaza, se espera que el éter exhiba una
velocidad de arrastre v en la direccién opuesta a la direccion de movimiento del planeta,
a lo largo de la cual deberéd ubicarse uno de los brazos del interferémetro. Debido a esta
diferencia, suponiendo que las velocidades del movimiento se componen trivialmente (como
sumas y restas vectoriales), deberiamos observar un patron de interferencia en el punto de
observacion.

Del lado derecho de la figura 1.1, se presenta un diagrama de las velocidades efectivas
del haz a lo largo de los brazos del interferémetro de Michelson-Morley. Calculando el
tiempo de viaje por los brazos, empleando las distintas velocidades, obtenemos

L L 2cL 2L~? 2L 2L~y
! c+v+c—v 2 — v? c 2 2 — 2 c ' (12)

en donde hemos definido
e — (1.3)

Por lo tanto, la diferencia entre los tiempos de viaje de la luz por los brazos del interferd-

metro estd dada por

AT =T —Ty = 20 -1y (1.4)
C

Dada la diferencia AT # 0 (debido a que la velocidad de arras-
tre del éter es v # 0), la teoria ondulatoria de la luz indica que el ’_v/.d
patron de interferencia a observar esta caracterizado por la cons-
tante cAT/\, donde A denota la longitud de onda del haz de luz.
Sin embargo, Michelson y Morley no detectaron ningin patrén de
interferencia. Es posible concebir que el éter, por alguna razon, Figura 1.2: Direccion del
fluya en una direccién diagonal que iguale la rapidez con la que gter propuesta para jus-
se desplaza la luz a lo largo de ambos brazos del interferémetro, tificar los resultados.
como se muestra en la figura 1.2. En ese caso se obtendria AT = 0,
justificando el resultado nulo del experimento. Sin embargo, tras rotar el experimento el
resultado seguia siendo el mismo. El experimento fue confirmado muchas veces, cada vez

con mayor resolucién’.

El irlandés George Francis FitzGerald en 1889 e, independientemente, el holandés Hen-
drik Antoon Lorentz en 1892 propusieron una resoluciéon al resultado nulo de Michelson y

Ver e.g. G. Joos. Die Jenaer Wiederholung des Michelsonversuchs. Ann. Phys. 7, 1930.
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Morley, insistiendo en la existencia del éter. De alguna manera, esta sustancia contrae los
objetos en la direcciéon de la corriente etérea, siguiendo la regla
L 2L'y* 2Ly

L/ = ; — T1 = c T = TQ. (15)

Entonces, como se esperaba, el patréon de interferencia no aparecia.

Pero esta propuesta estaba lejos de la respuesta final. Entre otras cosas, aunque intere-
sante, no resolvia el problema de la indetectabilidad del éter. La solucién correcta llegaria
con una interpretaciéon radical del resultado de Michelson y Morley: jla rapidez de la luz c es
siempre la misma en el vacio! Como veremos en breve, esto condujo a resultados contrain-
tuitivos que, en gran medida, contradecian la dominante fisica Newtoniana y la relatividad
Galileana.

1.3. Relatividad Galileana

Para comenzar nuestro estudio de la relatividad, formulemos el principio de la rela-
tividad Galileana de una manera ligeramente mas general: todas las leyes fisicas de la
naturaleza y las ecuaciones que las describen tienen la misma forma en todos los marcos
de referencia admisibles.

El primer aspecto que debemos definir es marco de referencia. Un marco de referencia
es un conjunto de coordenadas espaciales dotado de relojes fijos (lo cual permite definir
velocidad, momento, etc.). Un marco de referencia rigido es aquel en el que las distan-
cias entre puntos permanecen invariante, sin importar las fuerzas externas. Un marco de
referencia inercial es un marco de referencia rigido moviéndose con velocidad constante
respecto a un marco de referencia en reposo absoluto.

El segundo aspecto importante es que el principio de la relatividad puede aplicarse para
diferentes marcos admisibles. Por ejemplo, la fisica Newtoniana (y la relatividad especial)
requiere marcos de referencia inerciales, pero para otros tipos de fisica (e.g. en relatividad
general) los marcos de referencia pueden ser méas generales (e.g. acelerados, rotatorios).

Los marcos de referencia son tradicionalmente denotados por S,S’,S”, etc.. Si con-
sideremos que solo existen tres dimensiones espaciales y una temporal?, en el marco de
referencia S podemos denotarlas como z!, con i = 1,2,3, y t, respectivamente. Adicio-
nalmente, con la finalidad de que todas las coordenadas tengan las mismas unidades, en
lugar de emplear ¢ como la coordenada temporal, usaremos ct. En los marcos de referencia
primados, las coordenadas se denotan también primadas.

2No es complicado extender estas nociones a espacios con mas dimensiones espaciales, pero es probable-
mente imposible extenderlas a espacios con mas de una dimensiéon temporal porque se viola causalidad, i.e.
se altera la conexién causal entre distintos eventos, conduciendo e.g. a que el futuro provoque efectos en el
pasado.
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Dos marcos de referencia S y S’ que estén relacionados por el principio de relatividad
deben ser tales que exista una transformaciéon G entre ellos

i g

ct,xt = ct' 2", (1.6)

En los casos donde G es lineal en cuatro dimensiones, podemos escribir

7' = G, (1.7)
donde z denota el arreglo vertical de 4 entradas (ct,z', 2%, 2%)”. Supongamos dos marcos
de referencia inerciales S'y S’, donde S’ se mueve con velocidad constante en la direccion

2t v = (v,0, O)T con respecto a S, como se muestra en la figura 1.3.

En la mecanica Newtoniana, las transformaciones que permiten a un observador en S
conocer como un observador en S’ mediria la posicion y el tiempo estan dadas por las
transformaciones de Galileo:

ct' = ct,
l v
ot =2l —ot =2 — Z(at), transformacion de Galileo
) € (1.8)
¥ =12
% =2

La primera relacién es la manifestacion de uno de los axiomas de la mecanica Newtoniana:
el tiempo es universal. Si 2! = 2 = 0 al tiempo ¢ = t = 0, decimos que el sistema
estd en una configuracion estdndar. Claramente, si un evento sucede en el punto p con
coordenadas (z!, 2%, 23) al tiempo ¢, entonces es observado desde S’ ocurriendo en el punto
P (¥ 2 2%) al tiempo ¢’

Como las transformaciones de Galileo se ajustan al principio de relatividad para marcos
de referencia inerciales, las leyes de la naturaleza en S y S’ deben ser las mismas. Por

It
S/
v
——>
e
.’I,'ll
ZL‘SI

Figura 1.3: Marco de referencia S’ moviéndose con velocidad v con respecto a S.



6 Fundamentos de la relatividad especial

ejemplo, se puede mostrar facilmente que la segunda ley de la mecanica no se altera. Para
ello, diferenciamos las coordenadas de los puntos p y p’, obteniendo

’ v ’ L1/ V.
Jllzl‘l—*l’o — UlEl'l :Ul—*.’L‘O:’ul—U,
Cc C

’ ’ Lol

.132 = 332 — ’LL2 = .’E2 = ’LL27 (19)
’ ’

J,‘2 = aj‘2 — U3 - UB,

0 =

donde hemos definido x ct, por conveniencia, y las derivadas temporales pueden con-
siderarse con respecto a t en p y p’ debido a la universalidad del tiempo en la mecanica
Newtoniana. Diferenciando otra vez, hallamos que

/ L1/

a =o' =adl,
/

a? = a?, (1.10)
!

a® = a®,

i.e. el vector de aceleracion es el mismo para observadores inerciales ubicados en S y 5.
De aqui se obtiene que el vector de fuerza en el marco de referencia S’ esta dado por

f =ma' =ma = f, (111)

y, por lo tanto, la segunda ley de Newton es invariante relativista en la relatividad Galileana.

Debido a que las transformaciones de Galileo (1.8) son transformaciones lineales, es
posible reescribirlas en forma matricial como

2 1 00 0
1

;o N _|-v 1 0 0

¢ =Gx, conx= 2y g = 0 010 (1.12)
z3 0 001

Las transformaciones descritas por G = G(v) con la operacion bésica del producto entre
matrices forman un grupo (a veces denominado grupo de Galileo); es decir, el conjunto
de todas las transformaciones que pueden expresarse por medio de (1.12) satisface las
siguientes propiedades:

1. Cerradura: G(v)G(v) = G(v + v),
2. Existencia del inverso para todo elemento G(v): (G(v))~! = G(—v),

3. Existencia del elemento neutro: 1 = G(v = 0).

Puesto que det G =1V G, el grupo es denominado especial.
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1.3.1. Diagramas de espacio—tiempo en relatividad Galileana

Un diagrama de espacio—tiempo consiste en un grafico coordenado que, adicionalmente
a las coordenadas espaciales, incluye en un eje adicional la coordenada temporal. Asi, un
punto en los diagramas de espacio—tiempo se trata de una ubicacién espacial a un deter-
minado instante. Entonces, e.g., si una particula se desplaza a lo largo de una trayectoria,
podemos concebir que describe una curva en un diagrama de espacio-tiempo. Sin embar-
go, también describe una curva en un diagrama de espacio—tiempo si no se desplaza, pues
tendremos la misma posicién de la particula para todos los tiempos, describiendo una recta
paralela al eje temporal. Formalmente, un diagrama de espacio—tiempo es un diagrama en
cuatro dimensiones. Por simplicidad, habitualmente s6lo se grafican dos dimensiones, una
espacial y una temporal.

Podemos representar un marco de referencia .S mediante un diagrama de espacio-tiempo
con ejes coordenados ' v ¥, como en la figura 1.4, en donde estos ejes han sido elegidos
perpendiculares debido a que podemos considerar que la posicién y el tiempo son indepen-
dientes en la fisica Newtoniana.

Los diagramas de espacio—tiempo permiten comparar la dindmica de distintos sistemas
desde la perspectiva de diferentes observadores inerciales. Particularmente, es facil imaginar
que un observador en un marco de referencia inercial S’, en movimiento con respecto a S
en la direccion !
justamente con la misma rapidez con la que se mueve S’ de acuerdo a S, pero en la
direccion opuesta. Otro ejemplo de esta observaciéon es lo que percibe una persona en
un autobtis cuando mira “pasar” las casas y los arboles debido a su movimiento. Esta
situacion se puede ilustrar facilmente en un diagrama de espacio—tiempo, empleando las
transformaciones Galileanas.

, vera que una particula en reposo desde la perspectiva de S se mueve

Figura 1.4: Diagrama de espacio—tiempo para dos marcos de referencia en configuracion estandar.

El marco de referencia S tiene coordenadas (2%, z!). La ecuacion que satisface el eje vertical en S
. ’ .

es x' = 0, mientras que en S’ es 2! = 0 o equivalentemente 2! — 22% = 0.
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Supongamos que los marcos S y S” estan en configuracion estandar. Esto quiere decir
particularmente que los diagramas de espacio—tiempo de ambos marcos de referencia coin-
ciden en el origen, ' = 2/ = 0y 2° = Y = 0. Supongamos también que el marco de
referencia en reposo S es nuestro marco preferencial y que la velocidad de S’ con respecto a
S es v > 0. Deseamos conocer la percepcién de un observador en S’ acerca de las posiciones
de las particulas en el universo.

En la figura 1.4, ademas de los ejes 2 y x! del sistema de referencia S, que satisfacen
29 = 0 para el eje 2! y 2! = 0 para el eje z°, se presentan los ejes 27" y 2! del sistema
de referencia S’. Para construir el eje 2V exigimos 2V = 0; vemos que coincide con el
eje ' debido a que en las transformaciones Galileanas el tiempo es absoluto, o sea, es
el mismo en S y S’. En cambio, el eje 2V si cambia. Exigiendo ' =0 y aplicando la
transformacion de Galileo (1.8), obtenemos z' = z!' — %xo = 0, lo que implica que el eje
2, en la perspectiva de S, esta determinado por la recta z! = %xo. A medida que v crece,
arctan(v/c) aumenta, incrementando la inclinacion de 2% con respecto a 2. Notamos que
no existe ninguna razon especial por la que arctan(v/c) no pueda tener cualquier valor; en
particular, nada impide que v pueda ser mayor a ¢ (correspondiente a la linea punteada en
la figura). Adicionalmente, si la velocidad de S’ fuera en la direccion opuesta (v < 0), el
eje 20" estarfa del lado izquierdo del eje 0.

Para un observador en S, un objeto en reposo describe una curva vertical, paralela
a 20, Pero, para un observador en S’ el reposo se traduce en una curva paralela a 2v.
La interseccion de cada linea paralela a 2% con el eje 21 define un valor diferente de
posicion. Por lo tanto, en general la posiciéon de una particula medida por un observador en
S no coincide con la posicion que otro observador en S’ obtiene. Entonces, una particula
en reposo en la perspectiva de S, es una particula que, a medida que avanza el tiempo,
cambia de posicion hacia valores cada vez més pequenos (méas grandes) de ' en S siv>0
(v <0).

1.3.2. El intervalo Galileano

En las transformaciones Galileanas, el intervalo espacial es invariante. Normalmente,
al intervalo espacial le llamamos simplemente “distancia”. Para mostrar la invariancia del
intervalo Galileano en la relatividad Galileana, consideremos en un marco de referencia en
reposo S una varilla de longitud fija £, cuyos extremos son O y Oz, como se muestra en la
figura 1.5. La varilla se mide en cualquier marco de referencia determinando las coordenadas
de los extremos de la varilla y luego calculando la diferencia espacial entre ellas.

Un observador en S encuentra los extremos de la varilla de longitud ¢ en las posiciones

0 : (1:(1),33%), Oy : (fng,fcé) (1.13)
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xOA 1‘0,
4
r——
________><_ ______ x____
O O,
»
xt zV

Figura 1.5: Varilla de longitud £ en S.

Calculando la diferencia espacial entre esas coordenadas, encuentra que
Art =2 — 2l =1, (1.14)
Por otra parte, un observador en S’ encuentra los extremos de la varilla en
/ 1/ / 1/
O1: (¥, 21), Oy: (2Y,28). (1.15)

Calculando su diferencia espacial y utilizando las transformaciones de Galileo (1.8) (con
20 = ct), encontramos que

vo_ v v
Az’ =z — 1

_ 1Y 0_<1_B 0)
Ty ng ] Carl (1.16)
At =2 A0 =,
¢ 0

es decir, los observadores en S y S’ miden la misma longitud de la varilla. Asi obtenemos
el resultado anunciado: las distancias son preservadas bajo transformaciones Galileanas.

En 3 dimensiones, los puntos O; y O, tienen 3 coordenadas espaciales, entonces el
cuadrado de la longitud de la varilla estd dado en general por

2 = (Az')? + (A2?)? + (Az?)?, (1.17)

que es otra forma de expresar el teorema de Pitdgoras, ahora en 3 dimensiones. Para

una transformacién de Galileo arbitraria con v = (v',v2%,v%)T, se puede mostrar que la

longitud (1.17) es invariante®. En matemaéticas, las transformaciones que preservan las

3En general una transformacion de Galileo con velocidad v = (vl, v, v3)T se denota como el elemento

1 0 0 O z°
—v' 1 0 0 z!
del grupo G(v) = 2 0 1 0 actuando en x = 22
—® 0 0 1 z°
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distancias en un determinado espacio son conocidas como isometrias del espacio. Por lo
tanto, las transformaciones Galileanas son isometrias de nuestro espacio 3-dimensional.

Una pregunta interesante es si esta invariancia puede extenderse a las cuatro dimensio-
. / .
nes codificadas en (z°, 2!, 2%, 2%)7. De hecho, como (Az°)? = (Az")? = 0 por la universa-
lidad del tiempo, se satisface en este caso particular que

2 = (AzY)? + (Az?)? + (Az?)? £ (A20)2, (1.18)

es invariante, es decir, los observadores en S y S’ miden la misma “distancia”’. Podriamos
estar tentados a considerar la ecuacion (1.18) como la cantidad invariante bajo transfor-
maciones relativistas Galileanas. Sin embargo, es facil mostrar que para eventos arbitrarios
con coordenadas de espacio-tiempo & : (1%, 211, 212, 213) v &2 1 (220, 221, 202, 123), la
cantidad

(Az')? 4 (A2?)? + (Az®)? £ (AxY)? (1.19)

no es invariante cuando Az® # 0. Es decir, bajo transformaciones Galileanas, sélo el
intervalo espacial es preservado.

1.4. Transformaciones de Lorentz y relatividad especial

El resultado nulo del experimento de Michelson y Morley y la carencia de la invariancia
de las ecuaciones de Maxwell fueron una senal de que el éter no existe y de que la fisica
Newtoniana requiere correcciones. Justamente esas correcciones son lo que hoy llamamos
la teoria de la relatividad.

La relatividad especial puede obtenerse a partir de los siguientes postulados:*

1. el principio de relatividad de Galileo es valido para cualquier marco de referencia
inercial;

2. la luz en todos los marcos de referencia inerciales (en el vacio) se mueve con la
misma rapidez; y

3. el espacio es homogéneo, isotrépico y continuo.

En este esquema, buscamos obtener las transformaciones que permiten que un obser-
vador en un marco de referencia en reposo S entienda las mediciones de posiciéon y tiempo
obtenidas por otro observador en un marco de referencia S’ que se mueve con velocidad
uniforme v = (v,0,0)7 con respecto a S. A estas transformaciones las llamaremos las

“Existen versiones que proponen la invariancia del intervalo espacio-temporal en lugar del segundo
postulado. A pesar de que es valido, veremos que la invariancia del intervalo es una consecuencia de las
transformaciones relativistas que surgen a partir de los postulados aqui empleados.
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transformaciones de Lorentz.”

Supongamos que S y S’ estén en configuracion estandar o que, usando el tercer postula-
do, se pueden llevar a esa forma. Consideremos un reloj moviéndose libre y uniformemente
en S a lo largo de la curva

i

dt

zt = zi(t), tal que =cte, i=1,2,3. (1.20)
Definimos el tiempo propio 7, el cual es el tiempo medido desde la perspectiva del propio
reloj. Como el tiempo es homogéneo (i.e. hay simetria en el tiempo), entonces

dt da?
= cte — 4 = cte. (1.21)

De (1.20) y (1.21), se obtiene la relacion

dxz* %t
—=cte — —5 =0, =0,1,2,3, 1.22
dr dr2 # (1.22)
la cual debe mantenerse en S’ por estar asociada a la segunda ley de Newton. La derivada
de "' puede expresarse como

dat > Ozt dav Ozt da

dr _u:() ozv dr — Oxv dr’

en donde la segunda igualdad define la llamada convencidon de sumas de Einstein, bajo la
cual se hace implicita la suma sobre los indices repetidos. Si diferenciamos nuevamente con
respecto a 7, obtenemos

A2zt B ozr d2x? N 3 02zt dx”%
dr2  9xv dr? 0x°Oz¥ dr dr
N~ o0=0
=0
o e
 9z°9ry  dr dr
———

=cte por (1.22)

que conduce finalmente a
%t

®Como veremos, las transformaciones que obtendremos aqui son s6lo un tipo de transformaciones de
Lorentz llamadas empujones o boosts de Lorentz. Es tradicional emplear también en castellano la palabra
boost.
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/
A :
v

>

xl

Figura 1.6: Eje 29 del marco de referencia S’ observado por S, cuando S’ se mueve con rapidez
v > 0 en la direccion 2! de S.

Esta ecuacion es muy importante, pues implica que las transformaciones que surgen de los
postulados de la relatividad especial son lineales, i.e.

o =B v, (1.24)

/ . . . .
donde B = (B* ) es una matriz 4 x 4 que codifica las transformaciones conocidas como
transformaciones de Lorentz.

. . . / 3
Como en las transformaciones de Galileo, esperamos que el eje temporal 29 en S’ esté

descrito por
v
zt = —z° (1.25)
c
que corresponde a z! = 0, como se observa en la figura 1.6. Imponemos ahora esta res-
triccion en (1.24) como un siguiente paso en nuestra busqueda de la expresion de las

transformaciones de Lorentz. A partir de (1.24), se obtiene que
V' = BY o = BY 0 4+ BY 12t + BY 92? + BY 347
/ / / / 1.26
= (B"o+ 2B"1) a® + B 52?4 B ya® 20, (120
c

en donde hemos sustituido (1.25) en la segunda igualdad. Esta condicion se satisface solo
si cada componente es nula, i.e.

Bllo + %Blll = 81,2 = 61/3 =0, (1.27)

lo que implica que
2t = (=B + 2B, (1.28)
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»
y
i

=

T

Figura 1.7: Eje 2% del marco de referencia S’ observado por S, cuando S’ se mueve con rapidez
v < 0 en la direccion z! de S.

con § = v/e, como antes. Notemos que BY solamente debe depender de la velocidad relati-
va v entre los marcos de referencia porque lo tinico que distingue a S de S’ es precisamente
v. Ademas, la isotropia del espacio—tiempo permite que BY{ no dependa de la direccién de
v, sino soélo de la rapidez |v|.

Podemos hacer el ejercicio analogo, pero ahora desde el punto de vista de S’, es decir,
considerando que S’ es el marco de referencia en reposo. S es ahora un marco de referencia
en movimiento en la direccién x!, pero en la direccién opuesta a como S observa que S’ se
mueve, como se ilustra en el diagrama de espacio-tiempo 1.7. En este escenario, obtenemos
que la exigencia ! = 0 que describe el eje temporal de S conduce a

' =By (B + V). (1.29)

Como en ambos casos el prefactor solo depende de |v|, podemos suponer que ambos son
iguales a una constante por determinar, i.e.

By =BY =+. (1.30)

Ahora utilizamos el segundo postulado de la relatividad de Einstein (la universalidad

de ¢) en la forma

z! = 2° = ' =2, (1.31)

de donde obtenemos
20 = v(ﬁxo/ + :Cll) = (B8 + 1)1‘0/, (1.32)
¥ = 'y(—ﬁxo + :cl) =~y(-8+ 1)560 .

El producto de estas ecuaciones conduce la relacién

227 =% (1 = g%, (1.33)
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que solo es valida si se satisface

1
2
=—. 1.34
Al resolver para 7, debemos escoger la rafz positiva porque z'' = 2! para v = 0 (no
¥ = —x'), con lo que llegamos al famoso factor de Lorentz,
1
V= factor de Lorentz (1.35)

Vi g

Es interesante observar que el factor de Lorentz obtenido aqui coincide con el obtenido por
FitzGerald y Lorentz, ecuacion (1.3), en el contexto de su teoria del éter, también conocida
como electrodinamica Lorentziana. Es esta coincidencia histoérica la que condujo al nombre
de esta constante.

Ahora, con ayuda de (1.28) y (1.29), reemplazamos z' = ~v(—Bz° + z') en 2! =
v(Bz" + z'") y encontramos

ot = y(Bz" —yB2° + yz') = 2" — 4?Ba" + %!, (1.36)

que puede ser reescrita como

1—72

B

Esta ecuacion es uno de los hallazgos mas relevantes de la relatividad especial. En contras-
te con las transformaciones de Galileo, bajo transformaciones de Lorentz, el tiempo no es
absoluto. En dos marcos de referencia inerciales con una rapidez relativa, § # 0, las me-
diciones del tiempo no son iguales. Consecuentemente, dado que en general Az £ Az9,
Az® = 0 no significa que Az? = 0, por lo que la simultaneidad es relativa.

¥ = ~a0 + zt =y (2" — gzt . (1.37)

En resumen, hemos encontrado que las transformaciones de Lorentz estan dadas por

2% =(a - fat),

Z 0 1
r =y(—pBz +x), boost de Lorentz
(=B ) (1.38)

5Como una nota histérica, en la teoria Lorentziana del éter el concepto de tiempo local, definido como
t'=t—ot/ 2, también estableci6 la relatividad de la simultaneidad, como identificé Henri Poincaré desde
1900. Aunque el tiempo local fue originalmente introducido como un artefacto matematico, Poincaré fue
quien descubrié que conducia a importantes efectos fisicos, como este.
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cuando el marco de referencia S’ se mueve con velocidad uniforme v = (v, 0,0)” con res-
pecto a S. Las ecuaciones (1.38) definen una transformacion de Lorentz en una dimension,
conocida como boost de Lorentz.” En términos de la matriz B = (B ,,), los boosts se pueden
reescribir como

vy =By 00

;. | =By v 00
x' = Bz, B = 0 0 1 0 (1.39)

0 0 0 1

Se puede mostrar directamente que la transformaciéon de Lorentz para una determinada 3
satisface B~1(3) = (B*,/) = B(3 — —1), tal como lo hacen las transformaciones Galilea-
nas.

Mientras que los boosts de Lorentz dependen del factor de Lorentz (1.35), las transfor-
maciones de Galileo dependen sélo linealmente de . Esta diferencia es muy importante.
Supongamos que un marco de referencia S’ se desplaza con una rapidez mayor a c. Clara-
mente, en este caso 32 > 1 y consecuentemente v no tiene un valor real. De acuerdo a las
ecuaciones (1.38), un observador en S’ seria incapaz de definir sus coordenadas espaciales
y temporales, ya que sus mediciones de distancia y tiempo tendrian valores imaginarios.
Estas inconsistencias hacen obligatorio establecer que la rapidez maxima que un marco de
referencia puede tener es justamente la de la luz, i.e. |v| < ¢ siempre. Y, como no existen
marcos de referencia que puedan desplazarse con rapidez por encima de ¢, no es posible
transmitir informacion mds rdpidamente de lo que es posible mediante un haz de luz. Una
consecuencia inmediata de esta observacion es que la interaccién a distancia de los sistemas
fisicos no puede ser instantdnea.

0/

. . / ’
Por otra parte, notamos que, si se exige que 20 , entonces ol ol = ’y(xl + a;l),

lo que implica que v = 1y 2V =zt — %wo. Este resultado coincide justamente con las
transformaciones de Galileo (1.8). Notamos también que cuando la rapidez con la que S’
se mueve con respecto a S es despreciable, 5 < 1, el factor de Lorentz se puede aproximar
como

=T

1
vl 552 +0(8Y). (1.40)
Por lo tanto, observamos que e.g. la coordenada espacial puede expresarse como
/ 1
o' ~at — B2 + iﬁQ:Ul +0(B%). (1.41)
Claramente, en la mecanica Newtoniana las velocidades de los sistemas son tales que 2 —

0. Asi, los términos de orden % y menores se pueden considerar correcciones relativistas
a los resultados Newtonianos. En suma, la interpretaciéon de estas observaciones es que las

"Como veremos en la seccion 1.9, las transformaciones de Lorentz forman un grupo que incluye los boost
y las rotaciones en tres dimensiones.
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transformaciones de Galileo son un caso especial de los boosts de Lorentz para observadores
inerciales con rapidez relativa muy pequena con respecto a la rapidez de la luz, v < c.

Otra consecuencia de los boosts de Lorentz (1.38) es que, a diferencia de lo que ocurre
en la mecanica Newtoniana, al considerar la relatividad especial es imposible hablar de
tiempo y espacio independientemente. El espacio y el tiempo se mezclan. El movimiento
relativo de diferentes marcos de referencia inerciales pone de manifiesto que, en realidad,
el tejido que sustenta la dinamica del universo es el espacio—tiempo. Este concepto podria
considerarse la contribucion central de la relatividad a la ansiada busqueda de un teoria
que unifique conceptual y matematicamente la fisica en una tnica descripcion.

La existencia del espacio—tiempo revela que el caracter paramétrico (tan especial) que
juega el tiempo en la fisica Newtoniana debe ahora ser adoptado por todas las coordenadas
del espacio—tiempo z* si deseamos describir sistemas que se desplazan con una rapidez
suficientemente alta, tal que las correcciones de orden 3", con n > 2, no sean despreciables.
A estos sistemas los llamamos sistemas relativistas. Un claro ejemplo de sistemas relativistas
son las particulas elementales libres. Discutiremos algunos detalles mas respecto a esta
observacién en la secciéon 1.11, en donde se abordaran algunos aspectos generales de las
teorias de campos cuénticos.

1.5. Invariancia del intervalo y espacio—tiempo

En relatividad especial, la nocion de evento es particularmente tutil. Un evento (como
un accidente, la caida de la hoja, o la recepcion de un rayo de luz) ocurre en un lugar
del espacio—tiempo, por lo que se le asocia un punto del espacio—tiempo. Entonces, es
conveniente referirse a los puntos de un marco de referencia como eventos.

Claramente, dos eventos que ocurren sucesivamente en un mismo lugar deben estar
relacionados. Probablemente, uno es la causa del otro, estableciendo una relacion causal
entre ellos. Es posible establecer una relaciéon causal también entre eventos que ocurran en
lugares diferentes. Un ejemplo tipico seria la reaccién de un estudiante tras recibir en la
cabeza el objeto que otro le lanzara desde la distancia. Otros ejemplos mas interesantes
serfan la aparicion de chubascos de particulas en nuestra atmosfera debidos a la emision de
rayos cosmicos en el Sol, o la deteccidon de ondas gravitacionales en la Tierra 1,300 millones
de anos después de haber sido producidas por la combinacién de dos gigantescos agujeros
negros. Todas estas parejas de eventos tienen en comin que, a pesar de la distancia entre
los eventos, el tiempo entre la causa y el efecto es ‘“razonable”, es decir, la rapidez con la
que la causa es comunicada al lugar donde ocurre el efecto es siempre menor o igual a c.

Sin embargo, si dos eventos ocurren en dos lugares diferentes simultaneamente o sepa-
rados por un tiempo que exige que la informacién de lo que ocurrié en uno de los lugares
sea transmitida al otro en un tiempo menor al que tardarfa un haz de luz en viajar de un
lugar a otro, los eventos estan desconectados causalmente.
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Para, entre otras cosas, poder establecer claramente en qué casos un evento tiene in-
fluencia sobre otro, es util definir el intervalo entre eventos como la separacion en espacio—
tiempo entre ellos. En el diagrama de espacio—tiempo 1.8 aparecen tres pares de eventos.
Aquellos conectados por la linea a w/4 se conocen como intervalos luminoides o ‘tipo luz’.
La diferencia en las coordenadas espacio—temporales de eventos conectados por intervalos
luminoides satisfacen Az? = +Ax!. Si consideramos que la rapidez con la que la informa-
cién se transmite entre los eventos esta dada por c|Azt|/|Az?|, entonces siempre es ¢; por
lo tanto, estos eventos tienen siempre una relacién causal.

El segundo tipo de eventos se ejemplifica en la figura 1.8 por los eventos conectados
por una linea vertical. En este ejemplo particular, los eventos ocurren en el mismo lugar,
solo estan separados temporalmente. Notamos que se satisface |Az"| > |Az!| = 0. Es
decir, la velocidad a la que la informacion entre los eventos debe desplazarse es nula, y,
por lo tanto, claramente el evento del futuro es influenciado por el evento del pasado.
Esta observacion es también cierta para eventos que no ocurren en el mismo lugar, pero
satisfacen |Ax| > |Az'| # 0. En ese caso, la rapidez con la que la informacién de un
evento pasado debe viajar a un evento futuro esta dada por c|Ax!|/|Az%] < ¢y, por lo
tanto, también existe una relaciéon causal entre ellos. Los intervalos de este tipo se conocen
como intervalos temporaloides. Notamos, entonces, que los intervalos temporaloides pueden
representarse en un diagrama de espacio—tiempo como lineas verticales, pero también como
lineas con una pendiente mayor a 1.

Finalmente, los eventos conectados por una linea horizontal en la figura 1.8 son eventos
que ocurren simultaneamente y en lugares diferentes desde la perspectiva de un observador

20
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Figura 1.8: Ejemplos de intervalos entre dos eventos en diagramas de espacio-tiempo. Los inter-
valos luminoides o ‘tipo luz’ conectan eventos a lo largo de rectas en las que Az® = +Az'. Los
intervalos temporaloides o ‘tipo tiempo’ conectan eventos que satisfacen |Az°| > |Ax!|, como los
que ocurren en una misma posicion espacial (linea vertical). Los intervalos espacialoides o ‘tipo
espacio’ corresponden a eventos que cumplen |[Az®| < |Ax!|, como los eventos simultaneos (linea
horizontal).
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en reposo. En este caso, notamos que |Ax!| > |Az°| = 0, por lo que la rapidez con la que la
informacién entre los eventos debe transmitirse para que estén causalmente conectados es
infinita. Esto es una clara indicacién de que los eventos en ese ejemplo no estén relacionados
causalmente. Lo mismo se puede concluir de eventos que satisfacen simplemente |Axz!| >
|Az%| # 0, pues en este caso la rapidez con la que la informacion de un evento pasado
debe viajar a un evento futuro es c|/Ax'|/|Az°| > ¢, lo cual esta prohibido por las reglas
de los boosts de Lorentz. A intervalos que describen eventos como estos se les conoce como
espacialoides.

Frecuentemente, al referirnos a las posiciones de distintos objetos, también nos referi-
remos a intervalos a pesar de que, a primera vista, la posicién de un objeto no define un
evento. Sin embargo, el evento al que hacemos referencia es a la medicion de la posicion
de un objeto, lo cual ocurre en una posicién y un momento determinado. Por ejemplo, si
la posicién de los dos extremos de una varilla es obtenida simultdneamente, el intervalo
entre los eventos de medicién es espacialoide y, por lo tanto, no hay relacién causal entre
el resultado de ambas mediciones.

El concepto de intervalo, definido como la separaciéon espacio—temporal entre distintos
eventos, es expresado concretamente (en un espacio-tiempo plano) como

3
As? = (Az0)? =) “(Azh)? = (A20)? — (Ax')(Ax), (1.42)

i=1

en donde el signo menos entre la componente temporal y la contribucién espacial® no
s6lo auxilia a distinguir entre los distintos tipo de eventos, sino que tiene importantes
consecuencias geométricas en la estructura del espacio—tiempo, como veremos en el siguiente
capitulo.

La definicion del intervalo (1.42) en términos de las diferencias temporal Az y es-
paciales Az’ es conveniente cuando estas cantidades son finitas y, ademas, los marcos de
referencia y/o el movimiento de los sistemas estudiados son inerciales durante un tiempo
medible. Como la mayorfa de los sistemas fisicos no satisfacen estas cualidades durante un
largo periodo de tiempo, se prefiere considerar el intervalo mediante mediciones instanta-
neas de posicién y tiempo, en su formato diferencial

ds? = (dz%)? — dz’da’ . intervalo (1.43)

Claramente, la definicién en términos de diferenciales conduce a la ecuacion (1.42) para
tiempos largos. En este texto, aunque preferiremos dar ecuaciones generales en términos

8 Aunque la diferencia de signos es universal, que la componente espacial sea la que carga el signo negativo
es una convencion, a veces llamada de Landau-Lifshitz porque es la que esos autores emplean en sus textos
de fisica teorica. Es méas frecuentemente empleada en textos especializados en fisica de particulas que en
textos sobre relatividad general.
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de diferenciales, emplearemos también las diferencias Axz*, cuando asi convenga en la dis-
cusion.
Mediante estas expresiones para el intervalo entre eventos, podemos clasificar de forma

practica los pares de eventos. Claramente, de acuerdo a las definiciones de los distintos
tipos de intervalos, estos pueden clasificarse de acuerdo a

ds> =0 intervalo luminoide,
ds® > 0 intervalo temporaloide, (1.44)
ds? <0 intervalo espacialoide .

Si la informacion de un evento debiera ser comunicada a un segundo evento en un intervalo,
las particulas empleadas en semejante comunicacion (fotones, electrones u otras) deberian
viajar con una velocidad definida por u’ = edz’/dz". Observamos que, en estos términos,
la clasificaciéon de los intervalos puede reexpresarse como

w2 wiet detded =1 intervalo luminoide,
5 T T2 T (A0 <1 intervalo temporaloide, (1.45)
¢ ¢ (da?) >1 intervalo espacialoide .

Como es imposible que un sistema fisico alcance |u|? > 2, encontramos nuevamente la
conclusién previa de que no es posible que la informaciéon sea comunicada ni que exista
relacion causal entre los eventos que forman parte de un intervalo espacialoide. Pero eventos
conectados por intervalos luminoides o temporaloides estan vinculados causalmente.

Es interesante que el segundo postulado de la relatividad especial establece que si
As? = 0, inmediatamente se obtiene que (As’)? = 0. Esto resulta evidente al reescribir la
primera parte de la expresion (1.45) de la forma

u'ut = c? = u'ut =2 (1.46)
Los intervalos luminoides se preservan en cualquier marco de referencia inercial. Sorpren-
dentemente, esta observaciéon puede generalizarse para cualquier intervalo, como se puede

mostrar facilmente’ usando los boosts de Lorentz (1.38), que conducen a las transforma-
ciones de dx dadas por

dzt = B ,dz" . (1.47)

9Se puede obtener la invariancia del intervalo mostrando primero que (ds’)? = k ds® y después que k = 1
al exigir isotropia y homogeneidad del espacio-tiempo, asi como continuidad de la funcién ds®. Ver J.H.
Elton, Indefinite quadratic forms and the invariance of the interval in special relativity. Am. Math. Montly
117, 2010, y Apéndice G de S.T. Thornthon, J.B. Marion, Classical dynamics of particles and systems.
Brooks/Cole, 2004.



20 Fundamentos de la relatividad especial

La invariancia del intervalo, expresada para cualesquiera dos sistemas de referencia iner-
ciales S 'y S’ como

(ds')? = ds?, invariancia del intervalo (1.48)

es un enunciado crucial en la relatividad especial, con profundas repercusiones fisicas. Por
eso es comun que se le mencione como postulado en lugar de la universalidad de la velocidad
de la luz.

Una consecuencia inmediata de la invariancia del intervalo es que las propiedades que
vinculan a dos eventos son preservadas para todos los observadores en distintos marcos
de referencia inerciales. La dindmica de radiacion electromagnética (como la empleada
en las radiocomunicaciones), o la de ondas gravitacionales (explorada brevemente en la
seccion 3.4.3) es la misma desde cualquier marco de referencia inercial. Esto es trivial-
mente esperado porque tanto la radiaciéon electromagnética como las ondas gravitacionales
se desplazan a la velocidad de la luz. Una observaciéon menos trivial es que cualesquiera
dos eventos que estan causalmente conectados deben permanecer de la misma forma para
cualquier observador en un marco de referencia inercial. Es decir, eventos descritos por
intervalos luminoides o temporaloides aparecen en el mismo orden temporal para cual-
quier observador inercial. Como veremos en la seccion 1.8, esto no ocurre para intervalos
espacialoides.

1.6. Dilatacién temporal

Considere dos marcos inerciales S y S’ en configuracion estandar. Estudiemos dos even-
- . . e, . i/ - .
tos ocurriendo en la misma posicién en S/, i.e. Az’ = 0. Aplicando las transformaciones
de Lorentz (1.38), vemos que

Az’ =AY =  At=4Ar. dilatacion temporal (1.49)

Como v > 1V v # 0, encontramos la enunciacién de la llamada dilatacion temporal: el
tiempo de un marco de referencia en movimiento, medido por un observador en un marco
de referencia en reposo, avanza mds lento. Es decir, un observador en S aprecia que los
relojes de S’ se atrasan.

Uno podria tener la tentacion de usar la expresion (1.49) para saber qué tan rapido
(lento) un observador en S’ ve que las manecillas del reloj de S avanzan, obteniendo

1
At'= —At —  avanzan maés rapido en S, (1.50)
Y
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pero, si ahora repetimos el argumento que condujo a (1.49) utilizando la transformacion
de Lorentz inversa encontramos que

At = yAt, (1.51)

o sea, un observador en S’ aprecia que el tiempo corre a un ritmo menor en S. {Es esto una
paradoja? La razoén de esta aparente “paradoja’ es la relatividad del movimiento. Cuando
Az" = 0 en el marco de referencia en movimiento S’ y medimos tiempos desde el punto
de vista del marco en reposo S, encontramos

! / 1
Ar® =AY =  Az¥ = ZAzY, (1.52)
v

donde el tiempo en el marco en movimiento, AzY , parece mas corto desde el punto de vista
de S. De manera similar, desde el punto de vista de S’ es S el que se mueve. Asi, si hay
dos eventos tales que Az’ = 0, entonces

/ 1 /
Az =yAz? = Azl = ;AZL‘O . (1.53)

Notemos que los eventos para los cuales Az’ = 0 y Az’ = 0 solamente pueden coincidir
para 8 = 0, es decir, en general son eventos distintos.

Realmente significa que el tiempo disminuye su ritmo para sistemas en movimiento?
Desde el punto de vista de sistemas en reposo (llamémosles laboratorio), la respuesta es si.

Ejemplo 1.1.

Un mudn es una particula elemental inestable que tiene las mismas cargas y espin que el
electréon, pero su masa es aproximadamente 200 veces la masa del electron. Consideremos
el movimiento de un muén producido por el impacto de rayos coésmicos en la atmosfera.
Tipicamente, los muones son producidos a una altitud de 15 kilémetros con una rapidez de
aproximadamente 0.9997 c. Los muones no son estables y decaen en otras particulas en un
tiempo de 2.2 us en reposo. Sin dilatacion temporal, el mudn viajaria aproximadamente
660 metros en la atmosfera. Sin embargo, son detectados en la superficie terrestre.

Como los muones generados por los rayos cosmicos se mueven a velocidades relativistas,
debemos considerar la dilatacion temporal (1.49). Con 5 = 0.9997, vemos que el tiempo de
vida del muoén, desde el punto de vista del laboratorio es

Az = yAz” &~ 40.8(2.2 ps) ~ 89.8 pus. (1.54)

Por lo tanto, el muén puede viajar hasta 27 kilometros si no es detenido por la materia en
el suelo. Este efecto es suficiente para mostrar que la dilataciéon temporal si ocurre.
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En el ejemplo anterior supusimos que el muén describe una trayectoria normal con
la misma velocidad, pero eso podria no ser cierto en general. En lugar del tiempo 2V en
cada uno de los marcos de referencia que el muén adopte, es més conveniente considerar al
tiempo medido por la particula en movimiento a lo largo de su linea de universo arbitraria.
A este tiempo es lo que llamamos tiempo propio 7.

Dado que, desde su propia perspectiva, un sistema con tiempo propio 7 no esta en
movimiento, instantdneamente podemos asegurar que dz* = 0. Asi,

dr? = 2dt? = (dz?)? = (dz2¥)? — dz'dz’ = ds?. (1.55)

Como el intervalo es invariante para cualquier observador inercial, ds?> = ds'?, a partir de
la ecuacion (1.55) concluimos que el tiempo propio también lo es:

cdr? = 32(dar')?. invariancia del tiempo propio (1.56)

Esto implica que, aunque el tiempo ¢ no es universal, el tiempo propio 7 si lo es; es decir
todo observador inercial mide el mismo tiempo 7 asociado a un sistema en una trayectoria
espacio—temporal arbitraria, pero es diferente al tiempo local t del observador a menos de
que éste se desplace en la misma trayectoria que el sistema observado.

Otra observacién importante es que resulta imposible definir el tiempo propio para
intervalos espacialoides, ya que si ds? < 0 entonces también dr? es negativo y, consecuen-
temente, el tiempo propio es imaginario. Pero esto no es una sorpresa, pues el tiempo propio
esta definido como el tiempo de un sistema fisico en movimiento medido desde su propio
marco de referencia y, como hemos visto, la imposibilidad de rebasar la rapidez de la luz
impide que exista un sistema fisico que se desplace a lo largo de trayectorias espacialoides.

Ahora consideremos el marco de referencia del laboratorio S (en reposo) y el movimiento
(arbitrario) de un sistema con tiempo propio 7. De c¢?d7? = ds? se obtiene que

cdr = \/(dx0)2 — dztda?

dz? dxt
= da¥y/1 - & .
x 120 40 (1.57)

2
u
=dz%/1— —| 2‘ ,
c
donde hemos definido u! = %, que es la i-ésima componente de la velocidad del sistema

en movimiento, medida por un observador en el laboratorio S. Podemos reescribir esta
relacién como
dr 1

S S dr _ 1
cdr = w(u)d — &~ ) (1.58)
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1.7. Un primer vistazo a 4—vectores

El concepto de tiempo propio T permite definir cantidades fisicas como si fueran medidas
por observadores en su propio marco de referencia. Notemos que nosotros somos ese tipo
de observadores, por lo que las cantidades que definiremos se refieren justamente a las que
medimos en los laboratorios. Con este fin, consideremos la linea de mundo' de un sistema
descrito por

o) = (@(7)) = @) 2 (7)) ) = (07, (1.59)

en términos del tiempo propio. Generalizando la definiciéon de velocidad, podemos definir
la 4—velocidad como

dr dx dt B dx

_ 1 2 3\T c i dz’
=" =" =y, = = = 1.
U dT dt dT ’Yu dt (Vuca ')/u’LL ,'YUU ,'YU’U, ) fyu < > Y u ( 60)

donde las componentes espaciales U’ = ~v,u’ definen la velocidad propia (o celeridad) y
empleamos la abreviacion v, = y(u) = (1 — |u|2/c2)7%.

Resulta conveniente (y geométricamente natural, como veremos detalladamente en la
seccion 2.1) introducir el concepto de 4—vectores como todas aquellas cantidades fisicas,
dotadas con 4 componentes espacio—temporales que se transformen como las componentes

de dx bajo cualquier transformacion de Lorentz.

Para comprobar que la 4—velocidad es un 4—vector basta con, por ejemplo, aplicar un
boost de Lorentz B en sus componentes, aplicando (1.47), lo cual conduce a

’ d.I'V
v
dr ’

,da? d
(L -
v dr’ dr

(BM'V:CV) — B*

donde hemos empleado en la segunda igualdad la invariancia de 7, y en la tercera igualdad
que dB*,/dr = 0 porque dv,/dT = v3y,v - a/c* = 0y dB,/dT = y,v - a/cv = 0 para
observadores inerciales con velocidad v con respecto al reposo. Esta ecuaciéon conduce a
UM = B ,U”, que coincide con la transformacion de dz debida a un boost de Lorentz.

Por otra parte, la velocidad local (u*) del marco de referencia S se transforma como
o dat B ,dz” B ,dx”

/J/ p— pr— pr— . 1-61
Y A “BY,dae (1.61)

i/ . .
De hecho, como u' es una componente de la velocidad ' medida en S’ de un cuerpo
en movimiento en S con velocidad wu, la ecuacion (1.61) representa la regla de adicion de

YLa linea de mundo (o worldline) es la trayectoria en el espacio-tiempo que describe un sistema en
movimiento, parametrizada por una variable temporal.
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velocidades relativista. Para hacerlo evidente, consideremos que S’ se mueve con respecto
a S con velocidad v = (v,0,0)”, entonces ut’ esta asociada con un boost de u# a lo largo
de la direccién x!'. Se obtiene, con v = (1 — 52)_1/2, que para un boost de Lorentz en la
direccién z! la ecuacion (1.61) se expresa en componentes como

v cy(dat — Bda®) C(%é — )
v(da® — Bdat) 1 gl
, dut (1.62)
" cdx®

7 da0 .
u = = ) 1= 2737
y(d2® = Bdat) (1 . 5%)

de donde concluimos que la regla de adicién de velocidades para un boost en x! esta dada
por

w'=—, v =——", i=2,3. adicion de velocidades (1.63)

Notamos que si la velocidad del sistema observado en S es u = (c,0,0)” (como un

foton), entonces uwl = =% = c. De hecho, empleando la primera ecuacion de (1.63) notamos
que u! = ¢ es cierto solo si
1
U v
(1-) (1+7):0 = dl=c, (1.64)
c c

porque |v| # ¢ debido a que es la velocidad relativa entre dos observadores. En conclusion,
las reglas (1.63) para la suma de velocidades reflejan el caracter universal de la rapidez de
la luz.

Otra cantidad 1til a definir es la 4—aceleracion
daur A2t

g = Y0 _
dr dr?

(1.65)
Como dr es invariante bajo transformaciones de Lorentz y d?z# se transforma como dz* (o
lo que es equivalente dU* se transforma como dz*), ¢f# también se transforma como dx*.
Definimos las componentes espaciales ¢ como las componentes de la aceleracion propia.

Empleando la 4—velocidad y la 4-aceleraciéon, se pueden definir el 4—momento p y la
4—fuerza f, cuyas componentes estan dadas por

pt =mU*, 4—momento

1.66
fH=mgo# 4—fuerza (1.66)
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en un sistema con masa en reposo m. Con estas definiciones y la ecuacion (1.65), nos
percatamos de que la segunda ley de Newton se preserva para 4—vectores, i.e.
P
dr
Por definicion, notamos también que ambos, p = (p*) y f = (f*), se transforman como dx
y, por lo tanto, son 4—vectores.

(1.67)

Se pueden definir cantidades adicionales que son 4-vectores, tales como

k= (k") = %, 4—vector de onda
J = (J") = pU, 4—corriente (p es la densidad de carga en reposo)
A= (A") = (9, A)T. 4-potencial electromagnético

Mientras las coordenadas espaciales de los 4—vectores se interpretan como los vectores
propios de sus cantidades correspondientes, la componente 0 requiere una explicaciéon adi-
cional. Consideremos como ejemplo el 4—-momento p. Cuando la rapidez u = |u| del sistema
es pequena comparada con ¢, es posible expresar p° como

1u? 1 1
p’ = mU° = mey(u) =~ me (1—1—21; +> = (mc2+ 2mu2+...) , (1.68)

en donde la aproximacion resulta de desarrollar v(u), con u/c < 1, en una serie de Taylor.
Aunque identificamos facilmente a %mu2 como la energfa cinética del sistema desde el
punto de vista de S, el primer término es mas complicado.

Para u = 0, p° = %ch esta totalmente determinado por la masa inercial (invariante)
del sistema en su propio marco de referencia. Como mc? aparece al mismo nivel que %muz,
Einstein argumenté que este término debe ser interpretado como la energia inercial de un
sistema en reposo, su propia energia potencial. Los términos restantes son potencias de
u?, estos pueden ser consideradas correcciones relativistas, solo relevantes para velocidades

randes, u2 &~ ¢2, con unidades de energia. Y esta ultima es una observacion crucial.
) M

Para Einstein, esto significaba que
= —y(u)mc?, (1.69)
c

donde FE es la energia total del sistema. Podemos reescribir la interpretacién anterior como
E = y(u)mc? que, para un particula en reposo, u = 0, se reduce a la férmula mas conocida
de la fisica,'! E = mc?. La ecuacion (1.69) fue la conclusiéon mas relevante del articulo de

1 Algunos autores introducen a este nivel el oscuro concepto de masa relativista, M = ~(u)m, mediante el
cual obtienen E = Mc?. Interpretan M como una “masa debida al movimiento” de un sistema. Esto pareciera
indicar que la estructura de una particula es modificada por su movimiento, lo cual no es correcto. Por esta
razoén, no emplearemos ese concepto en este texto.
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Figura 1.9: Aniquilacion electron—positron que resulta en luz con la energia equivalente a la masa
del par.

Einstein en 1905: jla energia es equivalente a la masal

La mejor prueba de la relaciéon entre masa y energia se encuentra quiza en experimentos
que involucran aniquilacién de materia y antimateria, como el mostrado esquematicamente
en la figura 1.9, donde la colisién del par electrén—positrén, cada uno con masa en reposo
m =~ 511 keV/c?, produce dos fotones con energia individual E ~ 511 keV. Esto representa
una pequena fracciéon de la energia producida por el Sol. Otro ejemplo quiza més relevante
aun es la masa macroscopica de los cuerpos. Aproximadamente el 99 % de la masa atémica
proviene de la energia de amarre entre las particulas que componen los atomos.

Notemos que (1.69) implica que la masa asociada a una particula con energia E esta

dada por
2=~ E-\/l——qu
me” =" (u) 2L

que se anula justo cuando u? = ¢2. Esto significa que las particulas sin masa se mueven
a la wvelocidad de la luz y todas las particulas que se mueven a esta velocidad carecen de
masa. Observamos también que la rapidez de un sistema de masa m esta dada por

u_ me2\ 2
c E '

Esto implica que para que u alcance el valor ¢, el sistema debe tener una energia infinita.
Asi establecemos la imposibilidad de que un sistema masivo alcance la rapidez de la luz.
Actualmente, en el acelerador de particulas més poderoso construido, cada par de protones
alcanza (con masa total de casi 2 GeV/c?) la enorme energia de 13 TeV. Sustituyendo,
obtenemos que la rapidez de estas particulas es 99.999998 % de la rapidez de la luz.

Volviendo a nuestra discusiéon sobre el 4-momento, el correspondiente 4—vector puede
ser escrito como

T
p=(%5p) = Glomes@m” (1.70)

donde hemos empleado (1.69) y definido el momento propio p = v(u)mu en compatibilidad
con (1.60). En estos términos, encontramos la relacion entre el momento propio y la energia
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de un sistema relativista

E
==u. 1.71
p=Su (1.71)
Por otra parte, aplicando la hipotesis de De Broglie al 4-momento, podemos obtener el
4—vector de onda k = (kH):

T T
p_(E p\ _ [(hw kh\" _ w \T
k_h_<ch’h> _<ch’ h _<c’k) ' (1.72)

Hemos usado en la tercera igualdad la hipoétesis de los cuantos de Planck, F = hw, donde
w es la frecuencia cuéantica de la onda asociada al sistema. La ecuacion (1.72) indica que
la componente 0 del 4—vector de onda es la frecuencia de onda.

Como dijimos antes, las componentes V# de un 4—vector V deben ser transformadas

como las de dz, i.e.
Ve =BF, VY, (1.73)

al ser observadas por distintos observadores inerciales. Sin embargo, como también hemos
visto, no todas las cantidades fisicas se pueden codificar en 4—vectores, pues algunas son
invariantes para todos los observadores inerciales o, en términos técnicos, invariantes o
escalares de Lorentz. Ademas de la masa en reposo m de un sistema y de la rapidez de
la luz ¢, hemos visto que ds? y dr? son escalares de Lorentz. Es posible construir otras
cantidades escalares con base en los 4—vectores.

Con esta finalidad, definiremos el producto escalar en el espacio—tiempo. Recordemos
primero que

ds? = 2dr? = dz%da® — dz'da’. (1.74)

Esta expresion se asemeja al producto escalar “tipico” salvo por el signo peculiar, el cual
permite la existencia de intervalos espacialoides, para los cuales ds? < 0. Con estas obser-
vaciones, resulta razonable proponer que el espacio vectorial de cuatro dimensiones de los
marcos de referencia inerciales esta dotado con el producto interior indefinido'? dado por

A-B=A"'B’ - A'B*, (1.75)

donde A = (A*) y B = (B") son 4-vectores. (Mas formalmente, como veremos en el
capitulo 2, el espacio—tiempo construye una variedad pseudo-Riemanniana, dotada con
una forma bilineal simétrica de signatura (+,—, —, —) llamada métrica, lo cual permite
definir el producto interior definido por (1.75).)

Se puede mostrar facilmente que A - B es un escalar de Lorentz. Consideremos e.g. el
4-momento p y el producto escalar consigo mismo

2

p=mU = p-p=m?U-U=m?*y*(u)( — u?) = m*c*y*(u) (1 - l;) =m?2c?, (1.76)

12E] producto interior en un espacio vectorial se llama, indefinido cuando permite valores negativos.
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lo cual es una constante universal. Ademas, vemos que de la definicién (1.70) obtenemos

0.0 i B 2
pp=pp -0 =5 —Ipl" (1.77)
Comparando (1.76) y (1.77), obtenemos
E2
— - p|? = m?? = E? = m?c* + |p|*c?, (1.78)
c

que se identifica como la relacién de energia—momento para particulas en movimiento.
Podemos distinguir tres limites: el reposo |p| = 0, el limite ultrarrelativista |p| > mc, y
el limite no-relativista |p| < mec. Para una particula en reposo, se recupera E = mc?.

En el limite ultrarrelativista, (1.78) se simplifica a E = [p|c. Finalmente, en el limite

no-relativista obtenemos
2 p|? 2 |19|2
E = mc 1 =+ m202 ~ mc” + % s (179)

en donde identificamos inmediatamente el segundo término como la energia cinética no
relativista y, por lo tanto, podemos interpretar el primer término como la energia potencial
debida a la masa inercial del sistema.

Un resultado adicional de nuestra definicién de producto interior (1.75) es que U-U = ¢?,
como comprobamos en la ecuacion (1.76). Dado que el resultado es un escalar de Lorentz,
su derivada se anula, de donde obtenemos

d(U - U) dU

——==0=2U-—=2U-4; 1.80

dr dr ( )

es decir, la 4-velocidad U es siempre “perpendicular en el espacio-tiempo”® a la 4-
aceleracion #f, tal como ocurre en la mecanica Newtoniana cuando la velocidad tridimen-
sional satisface v - v =cte. La diferencia es que, mientras que en la mecénica Newtoniana
v-a = 0 solo para algunos casos (como el movimiento circular uniforme), en espacio—tiempo
U -+ =0 es siempre vélida.

1.8. Diagramas de espacio—tiempo y efectos relativistas

Como en la relatividad Galileana, en la relatividad especial los diagramas de espacio—
tiempo son una herramienta tutil para representar relaciones entre diferentes marcos de

13Notamos que V - W = 0 también ocurre si el 4-vector W es miltiplo de V y V - V = 0 debido al signo
— en (1.75), por lo que no denota perpendicularidad. Pero en el caso de la 4—velocidad si lo hace porque
U - U # 0 siempre.
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Figura 1.10: Diagramas de espacio-tiempo para dos marcos de referencia inerciales relacionados por

un boost de Lorentz a lo largo de z!, con 5 > 0. (a) Los ejes 20 y ! de S’ observados desde S

se acercan a la curva luminoide z° = x'. (b) Debido a que S’ observa que S se mueve con rapidez

dada por —f3, un observador en S’ percibe que los ejes de S se alejan de la recta 2° = x!.

referencia. En la seccion 1.4 supusimos que el eje % de un marco inercial S’ coincide
en los tratamientos relativistas de Newton y Einstein (ver figura 1.6). Esta suposicion,
aunada a la universalidad de la rapidez de la luz, condujo a las transformaciones relativis-
tas (1.38). Ahora podemos usar estas transformaciones para encontrar también el eje zV
en la perspectiva de un observador en S:

Il

Eje 2 2V y(zt — Bz0)
0 ) (1.81)
x° — px)
En la figura 1.10(a) se muestran las rectas descritas por la ecuacion (1.81), correspondientes
a los ejes 2V y z!'. La forma de este diagrama es el resultado de la mezcla de espacio y
tiempo por efecto de los boosts de Lorentz, una manifestaciéon de que un observador inercial
no puede tratar al espacio y el tiempo de manera independiente. La comprensiéon de que el
espacio y el tiempo 2’ y 20 estan inexorablemente mezclados en el espacio-tiempo puede
ser considerada como la contribucién de Einstein a la ambiciosa meta de unificacién.

0
0

Eje z': 2% =

Es importante remarcar que el diagrama de espacio-tiempo 1.10(a) es la apreciacion de
un observador localizado en .S, en su propio sistema de referencia, de un marco de referencia
en movimiento S’. Un observador localizado en S’ ve a S en movimiento con rapidez —f3,
con los ejes 20 y z! determinados en términos de 2V y z¥', mediante las ecuaciones

0 = 2= _on’_

Eje 2°: zV + z0
] ( Bz ") (1.82)
X

ot =4
Eje zt: 2% =~( o 4 Bm‘l,) =0 = 2¥=_pBa"
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Las curvas descritas por estas ecuaciones son los ejes espacio—temporales mostrados en la
figura 1.10(b).

Observando las diferencias en las figuras 1.10, notamos que, con relaciéon a la curva
luminoide o curva nula z° = z' (que coincide para todos los observadores inerciales, como
el lector puede comprobar trivialmente), en los diagramas de espacio—tiempo los ejes de un
marco de referencia que se desplaza con 8 > 0 se acercan a la curva luminoide mientras
que se alejan si § < 0.

Una vez establecida la forma de los ejes en un diagrama de espacio-tiempo, es preciso
calibrarlos para poder comparar mediciones en los distintos marcos de referencia. Con este
propésito, empleamos la invariancia del intervalo

As® = (A)? = (Az")?—(Az")? = (A2")? — (Az")?, (1.83)

donde supusimos, por simplicidad, Az? = Az3 = 0. Ademés, podemos suponer que uno de
los eventos del intervalo ocurre en x* = 0, lo que simplifica la invariancia del intervalo a

(2°)? — (") = (") - ") =K, K = cte. (1.84)

Figura 1.11: Las curvas hiperbélicas descritas por (1.84) permiten la calibracion de los ejes. Para
cada constante positiva, las hipérbolas asignan un valor positivo y uno negativo a los ejes temporales
que intersequen. Cada constante negativa corresponde a una hipérbola que asigna un valor positivo
y otro negativo a los ejes espaciales que interseque.
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Cada valor constante de K en la ecuacion (1.84) corresponde a una hipérbola diferente.
Valores positivos de K corresponden a hipérboles que “abren” verticalmente, mientras que
K < 0 corresponde a hipérbolas horizontales. Por construccion, las asintotas de las hipér-
bolas son las rectas z° = +z!. De aqui sigue que las hipérbolas con K > 0 intersecan sélo
ejes temporales (coincidiendo con el hecho de que el intervalo es temporaloide en este caso),
y las hipérbolas con K < 0 intersecan ejes espaciales (y el intervalo es espacialoide).

Con estas observaciones, la calibraciéon de los ejes ocurre como sigue. Notamos que en la
interseccion del eje z° y una hipérbola con K > 0, el valor de z° es +v/K porque ' = 0 alo
largo de ese eje. Por invariancia del intervalo, la interseccion del eje 2V ocurre justamente en
2V = £V/K porque 2!" = 0 a lo largo del eje. Como se ilustra en la figura 1.11 para 8 > 0,
cuanto mayor sea la rapidez de S’ con respecto a S, la diferencia que percibe un observador
inercial entre las mediciones temporales en diferentes marcos de referencia aumenta. Como
veremos en breve, este es el corazon de la dilataciéon temporal. Analogamente, como en
los ejes espaciales de Sy S’ se satisface respectivamente 2° = 0 y 2% = 0, entonces una
hipérbola con K < 0 interseca los ejes espaciales en los valores 2! = +v/—K = 2V

Dilatacion temporal. Empleando esta calibraciéon, es facil explicar la dilatacién tem-
poral debido a los boosts de Lorentz. En la figura 1.12 se presentan los ejes temporales de
dos observadores inerciales, tales que, desde la 6ptica de S, S’ se mueve con 3 grande con
respecto a S en la direccién positiva de z!. Un observador en S’ mide un tiempo Az
De acuerdo a la calibracion hiperbolica dictada por (1.84), el mismo valor que se mide en
S’ esta dado por la interseccion de la hipérbola con K = (Az%)% > 0 con el eje temporal
en S. Sin embargo, un observador en S, considera que el tiempo Az correspondiente a
Az es, mas bien, el obtenido al intersecar con el eje z° la linea horizontal (paralela al eje
z!) que pasa por 29 = AzY. Y este corresponde a un valor mayor (estad por encima de la
hipérbola) al reportado por un observador en S’.

Es tentador pensar que el observador en S ha cometido un error; sin embargo, la
medicién del observador en S es correcta. Todos aquellos eventos que ocurran a lo largo
de lineas paralelas a z! en su diagrama de espacio-tiempo ocurren al mismo tiempo. Por
lo tanto, el resultado desde la perspectiva de un observador en S,

Az’ > Az” ,

es un resultado fisicamente real, la dilatacién temporal relativista. Como obtuvimos en la
seccion 1.6, el tiempo medido por un observador en movimiento marcha mds lentamente
que el de un observador en reposo desde el punto de vista del observador en reposo. La
relacion exacta entre Az® y Az esta dada por la ecuacion (1.49), obtenida previamente.

Como veremos en la seccién 1.8.1, algo parecido ocurre con las longitudes, pero debe-
remos analizar los eventos de medicién de posiciones con mayor atenciéon. Particularmente,
deberemos cuidar que las mediciones ocurran simultdneamente y esto no es trivial.
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Relatividad de la simultaneidad. Como hemos visto, el tiempo afecta al espacio (ver
e.g. ecuacion (1.38)) en relatividad especial, por lo que dos eventos que aparentan ser
simultaneos para un observador inercial no lo son para otro observador inercial si existe
una velocidad relativa entre ellos. Esto resulta particularmente relevante al establecer la
posicién espacial en la que ocurren dos o més eventos desde la perspectiva de distintos
marcos de referencia. La dificultad es evidente si un observador en reposo desea ubicar las
posiciones de los extremos de un objeto que se encuentra en movimiento. Si no establece
simultdneamente las posiciones de los extremos podria, entre otras cosas, equivocarse en el
tamano del objeto.

Consideremos dos marcos de referencia inerciales S y S’ con movimiento relativo a lo
largo de x!. Un observador en S’ nota que dos eventos ocurren simultdneamente, i.e. que
. 0/ o ., . o o, .
satisfacen Ax” = 0. Esta medicién es traducida a una mediciéon en S mediante un boost
de Lorentz, que conduce a

Az" = y(Az" — BAzZY) 20.

De esta expresion, encontramos que un observador en S mide que el tiempo entre ambos
eventos es proporcional a la distancia que separa a los eventos y a la velocidad relativa del
observador inercial en movimiento, Az = BAz!. Claramente, a menos de que 3 < 1, los
observadores no estaran de acuerdo en que los eventos ocurrieron al mismo tiempo.

Existe una consecuencia adicional de que la simultaneidad sea relativa: no todos los
observadores inerciales pueden estar de acuerdo en el orden de la secuencia de eventos
(ver ejercicio 1.12). Para ilustrar este fenomeno relativista, consideremos dos eventos que
ocurren simultdneamente en S, en el origen O y € = (0,2%,0,0). Ahora, dos observadores
con rapidez v en direcciones opuestas a lo largo del eje ! encuentran que, aunque el evento

B grande
0 o’

Figura 1.12: Dilatacion temporal. Considerando boosts de Lorentz con 8 > 0, el tiempo medido en
S’ es siempre menor al medido por un observador en S.
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Figura 1.13: Secuencia de eventos separados por un intervalo espacialoide, As? < 0. Mientras que
los eventos O y £ son simulténeos para S, para S’(S”), £ ocurre antes (después) de O.

en el origen siempre ocurre en el mismo lugar y tiempo, el segundo evento ocurre a distintos
tiempos. Si llamamos S’ al marco de referencia en movimiento en la direccion positiva de 2
y S” al que se mueve en sentido opuesto, las posiciones del evento £ difieren temporalmente
de acuerdo a:

1.85
S": &= (+yBat,y2',0,0), (1.85)

como se muestra en la figura 1.13.

Es interesante notar que dos eventos simultaneos desde una perspectiva, se desfasan
en el tiempo cuando un observador se mueve a lo largo de la trayectoria que conecta los
eventos. Particularmente, notamos a partir de (1.85) que un observador que se desplaza e.g.
del evento O hacia el evento &, percibe que £ ocurrié antes que el evento del que parti6. En
cambio, si se desplaza en sentido opuesto, observa que la secuencia de eventos se revierte.
La clave para llegar a esta conclusion en la figura 1.13 es que el tiempo es medido en cada
marco de referencia por medio de lineas paralelas a su respectivo eje espacial, como indican
las lineas punteadas en la imagen.

Relatividad de la posiciéon. Asi como la mezcla del espacio y el tiempo provoca que
distintos observadores inerciales sean incapaces de ponerse de acuerdo sobre la secuencia
temporal en la que ocurrieron dos eventos separados por un intervalo espacialoide, es im-
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(@) xt

Figura 1.14: Eventos localizados en la misma posiciéon para un observador en S’. Aunque O y £ no
ocurren en la misma posicion en S, un observador en S’ aprecia que ambos ocurren en la misma
posicion.

posible determinar universalmente la posicién en la que ocurrieron dos eventos separados
por un intervalo temporaloide.

Es facil notar que para dos eventos arbitrarios separados por un intervalo temporaloide,
con ds? > 0, siempre es posible escoger un marco de referencia en donde los eventos ocurren
en el mismo lugar. Es decir, siempre podemos elegir un marco de referencia S’ en el que
(As)? = (AzY)2 > 0y Azt = 0.

Consideremos, por ejemplo, la situacion ilustrada en la figura 1.14, en la que se muestra
s6lo una dimension espacial, por simplicidad. Dos eventos ocurren en el origen O y en
& = (2°,21,0,0). Si un observador se encuentra en un marco de referencia S’ que se mueve
con rapidez 8 > 0 con respecto a .5, el evento £ sucede

£ = (1"~ pa'). A" ~ Ba)) .

.. ’ ! .

Exigiendo que z!' = ~(z! — B2°) = 0, encontramos la rapidez a la que el marco de

referencia S’ deberia desplazarse para que los eventos ocurrieran en la misma posicion
espacial,

B=—. (1.86)
En el diagrama de espacio—tiempo 1.14, el marco de referencia S’ ha sido elegido justa-

mente para que la componente espacial del evento £ sea nula, ubicando a ambos eventos
en la misma posicion.
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1.8.1. Contraccién de Lorentz

En el espacio—tiempo, la tinica medicién de distancias que es invariante bajo toda
transformacion de Lorentz es la dictada por el intervalo As?, ecuacion (1.42). La forma
de extraer la informacion espacial del intervalo es mediante una mediciéon simultanea de
las posiciones entre las que se desea conocer la distancia. Es decir, los eventos de medicién
de las posiciones deben ocurrir al mismo tiempo. Esto supone un obstaculo al traducir
mediciones de distancia entre distintos observadores inerciales, ya que la simultaneidad es
relativa.

Para establecer una regla que permita relacionar las distancias en distintos marcos de
referencia, pensemos en una varilla de longitud ¢/, medida por un observador en el marco de
referencia propio de la varilla, S’. Esta longitud medida por un observador moviéndose con
el objeto, le llamamos longitud propia. Suponemos, como es costumbre, que S’ se mueve
con respecto a un marco de referencia en reposo total S con rapidez codificada en 8 > 0.
Consideremos que la medicion de los extremos de la varilla en S” corresponde a los eventos

/ T
.’El = (0,0,0,0) 1/ y o’
Azx- =/ Az =0. 1.
gy = (0,0,0000 T 2 y Az =0 (1.87)
Desde el punto de vista de un observador en .S, las mediciones realizadas por el obser-
vador en S’ no ocurren simultdneamente debido a su movimiento. En S, la posicién de los
eventos de medicién en el espacio—tiempo se obtienen mediante la aplicacién de un boost
de Lorentz (1.38), lo que conduce a

z1 = (0,0,0,0)T
vs = Evﬁﬁ’ %’) 0o.0f = Ai=aty A=l (1.88)

2

longitud de desplazamiento 5171
la varilla debido a la
para S  no simultaneidad

Figura 1.15: Determinacion de la longitud de una varilla en movimiento. Un observador en movi-
miento mide una longitud mayor que uno en reposo, en S, debido a que este ultimo nota que las
mediciones en movimiento no fueron simultaneas.



36 Fundamentos de la relatividad especial

Al aplicar el boost de Lorentz, hemos tomado en cuenta que S se desplaza con rapidez — 3
con respecto a S’. El resultado Az? # 0, confirma que las mediciones de los extremos de la
varilla no son simultaneas para un observador en S. El ajuste debido a la no simultaneidad
de las mediciones realizadas en S’ se obtiene de notar que el extremo ilustrado a la derecha
en la figura 1.15 se desplazé, debido a la rapidez 8 de la varilla, una distancia SAz? que
debe ser sustraida de la distancia Az!' medida en S. De esta forma, encontramos que la
longitud de la varilla en movimiento desde la perspectiva del marco de referencia en reposo

esta dada por
(= Azt — ALY =0 — B2 = y(1 — B2 =1/, (1.89)

es decir, de acuerdo con un observador en S, la longitud de la varilla en movimiento se
contrae por un factor de % < 1 en la direccion del movimiento:

L=1/y. contraccion de Lorentz (1.90)

Notemos que este resultado coincide con la contraccién propuesta por FitzGerald y Lorentz,
ecuacion (1.5), en su teoria del éter.

Experimentalmente la contracciéon de la longitud solamente puede ser comprobada en
experimentos que involucran colisiones de atomos o nicleos; o corrientes (super)réapidas.

1.8.2. Causalidad en diagramas de espacio—tiempo

Los diagramas de espacio—tiempo son muy tutiles para estudiar la conexion causal entre
eventos. Recordemos nuestra discusion la seccion 1.5. Hemos visto que la invariancia del
intervalo implica que ningtn cambio de signo de ds? es admisible para diferentes obser-
vadores inerciales. A partir de esta observacion, concluimos que los eventos relacionados
por intervalos espacialoides, con ds? < 0, estan desconectados causalmente para cualquier
observador inercial debido a que la rapidez con la que una senal emitida en el lugar y mo-
mento de un primer evento para llegar al lugar y momento del segundo es siempre mayor
que la de la luz y, por lo tanto, no existe forma de comunicaciéon que permita que uno
de ellos provoque el otro. Ademaés, hemos visto en la seccién 1.8 que es imposible para
distintos observadores inerciales determinar con total certeza cuél evento ocurrié antes y
cual después si estan separados por un intervalo espacialoide.

Por otro lado, eventos que ocurren a lo largo de una curva nula, donde ds? = 0, son algo
especiales. Primero, notamos que ds? = 0 implica d7 = 0, lo cual significa que un sistema
moviéndose a la velocidad de la luz, jno posee un tiempo propio! Eventos a lo largo de
caminos nulos sélo pueden conectarse por medio de senales que se desplacen a la velocidad
de la luz y son apreciados de la misma manera por cualquier observador inercial. Por lo
tanto, todo evento que haya ocurrido en el pasado de acuerdo a un observador inercial, es
igualmente apreciado en el pasado por otros observadores.
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A 0

Figura 1.16: Cono de luz de un evento €.

Finalmente, para eventos con intervalo temporaloide, el tiempo propio 7 si puede ser
definido. Por lo tanto, la linea de mundo de un observador a lo largo de una trayectoria
temporaloide puede ser descrita por los puntos del intervalo y parametrizada por 7. La
condicion ds? = dr? > 0 para los eventos a lo largo de la trayectoria temporaloide y la
invariancia del intervalo establecen que la diferencia temporal entre los eventos se mantiene.
Consecuentemente, un evento que ocurre en el pasado debe ser observado en el pasado desde
cualquier marco de referencia. Como discutimos en la seccién 1.5, la causalidad entre los
eventos de este tipo se mantiene debido a que una senial que se desplaza con rapidez menor
a la de la luz desde un evento pasado puede alterar los resultados en un evento futuro.

En resumen, de nuestra discusiéon encontramos que:

= eventos separados especialoidemente estidn causalmente desconectados;
= eventos separados luminoidemente estan causalmente conectados; y

= eventos separados temporaloidemente estan causalmente conectados.

Para eventos separados por un intervalo finito, notamos que sélo estidn causalmente
vinculados si satisfacen As? > 0. Por lo tanto, la “superficie” en el espacio-tiempo 4-
dimensional definida por todos los intervalos que satisfacen'?® As? = 0, trazada desde un
primer evento &£, establece una frontera entre los eventos que estan causalmente conectados
y los causalmente desconectados. Esta “superficie” define el llamado cono de luz del evento
£. Los eventos al interior del cono de luz estan causalmente conectados con el evento &,
como se ilustra en la figura 1.16.

Todos los posibles futuros del evento £ se localizan en la regién superior del cono
de luz, mientras que la region inferior contiene todos los posibles pasados del evento. Si

Dado que en cuatro dimensiones la condicién elimina una de las variables, la “superficie” es en realidad
un volumen.
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futuro comin

& )

pasado comun

Figura 1.17: Los conos de luz de dos eventos & y &, simultaneos para un observador en reposo.
La interseccién de los conos determina los conjuntos de eventos que pueden corresponder al futuro
y pasado comunes a & y &s.

consideramos un observador inercial arbitrario, este siempre concluira que el pasado de una
linea de mundo que pasa por &£ estd definitivamente en el interior de la regiéon inferior del
cono de luz.

Usando esta herramienta, es posible averiguar, por ejemplo, el origen de ciertas pro-
piedades comunes a diferentes regiones del universo o la posibilidad de que dos eventos
simulténeos se afecten en el futuro, independientemente del movimiento (inercial) de los
observadores. Como ilustramos en la figura 1.17, los conos de luz de dos eventos que suce-
den simultaneamente para algin observador se traslapan en las dos regiones sombreadas,
una en el pasado y otra en el futuro de los eventos. La region de 2° menor corresponde al
conjunto de eventos pasados que pudo haber influido en ambos eventos, mientras que la
region futura contiene posibles consecuencias de la combinacion de los eventos. Un ejemplo
que representa esta situacion facilmente es el interferometro de Michelson-Morley, donde
los eventos £ y & se identifican con la reflexion de los haces de luz emitidos por una misma
fuente en los extremos de los brazos del interferometro (ver seccion 1.2).

Es importante ser cuidadosos al usar esta logica en general. Por ejemplo, si considerara-
mos los conos de luz de dos regiones muy distantes en el cosmos y no encontraramos que se
traslaparon durante los dltimos 13,800 millones de afios '°, podriamos concebir que no hay
manera de que esas dos regiones observadas hayan tenido un pasado comin. Sin embargo,
las observaciones cosmolégicas han mostrado que regiones que serfan consideradas ajenas
en este analisis tan simple si debieron estar en contacto causal en algiin momento. Como
veremos brevemente en la secciéon 3.5, los detalles de la expansién del universo alteran
profundamente el resultado més simple.

15Esta es la edad del universo de acuerdo al modelo cosmolégico mas acertado hasta ahora, el llamado
ACDM o modelo de la gran ezplosion.
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1.9. El grupo de transformaciones de Lorentz

Aunque frecuentemente los boosts de Lorentz son llamados transformaciones de Lo-
rentz, como veremos, por si mismos no forman un grupo porque, particularmente, la ac-
cion de dos o mas boosts de Lorentz en el espacio—tiempo con tres dimensiones espacia-
les conduce a una transformaciéon que no puede expresarse como un boost. Es decir, los
boosts de Lorentz son un conjunto incompleto de transformaciones de las coordenadas del
espacio—tiempo. Para encontrar el grupo completo de transformaciones de Lorentz, debe-
mos estudiar como acttan los boosts de Lorentz cuando un sistema inercial se encuentra
en movimiento en una direccién arbitraria.

1.9.1. Boosts de Lorentz en tres dimensiones

Es relativamente trivial imaginar la forma de los boosts de Lorentz cuando la velocidad
del marco de referencia S’ es a lo largo de cualquier direccion espacial z* de S. Bastaria con
sustituir el indice 1 por el indice i en las ecuaciones (1.38). Extender esta idea a cualquier
direccién x también es posible.

Consideremos un sistema de referencia inercial desplazandose con una velocidad v ar-
bitraria. Definimos, en lugar del parametro de rapidez 3, el vector 3 = v/c. El boost debe
afectar directamente a la direccién de « a lo largo de v. Entonces, es natural proponer

rT=x +xL, (1.91)
tal que v - x = v - x| = |v||z||, donde las componentes de x paralelas y transversales a v
estan dadas por
x-v
CC” = W’U y r| =T — CBH . (1.92)

Entonces, en general, el factor de Lorentz esta dado por

—-1/2

v(v) = (1-18P) (1.93)

Generalizando las expresiones (1.38), es natural proponer que este boost arbitrario puede
expresarse como

2" =" - 8- ), (1.94)
=z —l—’y(w” —,3:60) .
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Sustituyendo (1.92) en @', encontramos directamente que
r=x— T+ T — ﬁ’yl’o
- v
=z —(1 —’Y)W’U — By’

0
v T v
p— _— — 1_
x <c +( ’y)|v|2>v

=x+ ( ya® +1 ]ﬁ|2 as ,8) 8. (1.95)
Estas ecuaciones se reducen para 3 = (3,0,0)7 = (v/c,0,0)T a la segunda expresion
n (1.38):
v 1 0 1 0_ .1 1
xzx—i——x—F Bx)ﬂzx—ﬂm—x—i—x
( ! 52 K K (1.96)
=(a! = Ba?).
Las ecuaciones (1.94) y (1.95) pueden ser reescritas en forma matricial como
S R
) By 1+ {52 eYchlch - B18° ;813
B=(B")) = ‘5'2 '5'2 (1.97)

_527 ﬁ‘zﬁ B2 1+ 7 ‘mz 52,82 |/3|2 5253 ’
_53'7 |m2ﬁ B3 ‘13|2 BQ/BS 1 |g|2 /8363

donde /3* denotan las componentes de 3 (y no potencias). Esta matriz se simplifica para

B = (8,0,0)"

-8y 0 0
: - 0 0

B, = (B",) = 57 g Lol (1.98)
0 0 01

que coincide con la matriz de transformacion obtenida en la ecuacion (1.39). El subindice
1 denota que el boost de Lorentz es aplicado a lo largo de la direccion z'. Notemos que
det B; = 42 — 3242 = 1. Este resultado se preserva para cualquier boost generalizado de
la forma dada en (1.97); por lo tanto, en el lenguaje de grupos, el grupo que contiene
a las transformaciones B es un grupo especial, si todos los elementos del grupo tienen
determinante 1.

1.9.2. Boosts de Lorentz como rotaciones hiperboélicas

Una derivacién alternativa de las ecuaciones de Lorentz se obtiene mediante la aplica-
cion de la invariancia de los intervalos luminoides. Consideremos dos marcos de referencia
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inerciales S y S’ en configuracion estandar, con S’ desplazandose en alguna direccion a lo
largo de z!. (dz°, dx!) son las componentes diferenciales no triviales del intervalo asociado
a un fotén en el marco de referencia S, y (dxo/, dxll) son las correspondientes componentes
en S’
Como se trata de un intervalo luminoide, se satisface en ambos marcos de referencia
que
(dz))? = (dz)? &  (dz')? = (dz2")?, (1.99)

lo que implica que
dz' = +da° & dz!' = +da” (1.100)

con los signos iguales en ambas expresiones. Estas relaciones pueden ser combinadas me-
diante

dz'’ — dz = M(dz' — dz?), (1.101)
dz'" + dz” = N(dz' + dz),

donde M y N son dos constantes por determinar. Sumando y restando las ecuaciones (1.101),
llegamos a

dz" = ada® + bda! (1.102)
da = ada' + bda?,

donde hemos definido por conveniencia

M+ N N-M
a= + & b= . (1.103)
2 2
Sustituyendo las ecuaciones (1.102) en la condicion de invariancia del intervalo
(da”)? = (do")? = (d2®)? — (da")?,
encontramos que so6lo se satisface si
a?— b2 1. (1.104)

La condiciéon (1.104) reduce el niimero de parametros libres a uno, el cual puede ser con-
venientemente reexpresado, notando que esa relacion es similar a la identidad hiperboélica

cosh? ¢ —senh?¢ = 1.
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En términos del pardmetro hiperbolico ¢, un boost de Lorentz a lo largo de la direccién
x! puede escribirse como

cosh¢ —senhgp 0 O

| —senh¢ cosh¢ 0 0
B = 0 0 1ol (1.105)

0 0 0 1

donde la eleccién de signos busca que z# crezca a medida que z* lo haga. Aunque esta es
la eleccion mas conveniente, otras elecciones también son permisibles, como veremos mas
adelante. Hemos asi encontrado una nueva interpretaciéon para los boosts de Lorentz. Un
boost de Lorentz es una rotacion hiperbdlica en el espacio—tiempo.

El parametro hiperbolico, entonces, debe depender de la rapidez v del sistema. de refe-
rencia S’, ¢ = ¢(v). La dependencia precisa se obtiene al exigir que el eje 29 del diagrama

|
de espacio-tiempo de S’ coincida con la recta ' — 820 = 0, tal como exigimos en la sec-
cién 1.4. El eje 2 esta dado por I 0, por lo que, con base en el boost de Lorentz (1.105),
encontramos que el eje temporal de S’ en términos del parametro hiperbolico satisface

—senh ¢ 4 cosh gzt = 0 & ' —tanh ¢z’ =0,

lo que conduce finalmente al valor del parametro hiperbolico

tanh¢ = 5. (1.106)

La manipulacion de algunas identidades hiperbolicas a partir de (1.106) conduce a las
relaciones

cosh ¢ = 7, senh ¢ = v,

con las que se obtiene una comparacion satisfactoria de (1.39) y (1.105). Adicionalmente,
podemos determinar explicitamente el parametro hiperbdlico en términos de v y £, como

¢ =In[y(1+5). (1.107)

1.9.3. Los elementos del grupo de Lorentz

Nuestra discusion de la seccion anterior significa que un boost a lo largo de la direccion
x! es solamente una rotacion hiperbolica en el plano z° — z!'. Esta curiosa observacion se
vuelve mas relevante cuando nos damos cuenta de que el producto de dos boost a lo largo
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1

de z' y 22 es equivalente a una rotacién Euclidiana en el plano ' — z? realizada después

de otro boost!'®

Ba(Bs) Bi1(B1) = R(9)B(By), (1.108)

donde B; = (B1,0,0)7, By = (0, 52,0)T ¥ By = (B1, B2/71,0)T. A la rotacion R se le llama
rotacion de Thomas-Wigner y su presencia indica que los boosts de Lorentz no forman un
grupo por ellos mismos. Debemos incluir otras rotaciones (no hiperbolicas) para conseguir
el grupo de transformaciones de Lorentz.

Como hemos visto, la transformaciéon de Lorentz més general es una transformacion
lineal de los 4—vectores, tales como dx, de acuerdo a

de"' =AM, da¥, W, ,v=0,1,2,3, (1.109)

donde A es la matriz que describe la transformacion. Para que A sea consistente con los pos-
tulados de la relatividad especial, debemos exigir la invariancia del intervalo. Expresando
este requerimiento mediante el producto escalar definido en la ecuacion (1.75), tenemos

dz - do = do’ - da. (1.110)

Con la finalidad de emplear una notacién mas util, introducimos el llamado tensor métrico
del espacio-tiempo 1 = (1), tal que

dz - dz = n,, dz*dz”
TS (1.111)
= (dz")* — dz'dx".
Para que la ultima igualdad se satisfaga, se requiere que 7 sea una matriz 4 x 4 con las
siguientes entradas no triviales en la diagonal

n = diag(1,—1,-1,-1). (1.112)

El tensor métrico es un elemento geométrico muy importante de las variedades Riemannia-
nas (y pseudo-Riemannianas), que estudiaremos en el siguiente capitulo. Como veremos, el
espacio—tiempo descrito por el tensor métrico dado por (1.112) es llamado espacio—tiempo
plano o de Minkowski. Por lo pronto, aqui n es considerada simplemente como una ma-
triz 4 x 4 que ayuda a definir el producto escalar (y, por lo tanto, las distancias en el
espacio-tiempo) de una forma compacta.

Discutamos ahora cémo podemos descubrir las propiedades de las transformaciones de
Lorentz con ayuda de n. Empleando el tensor métrico, es posible reformular la invariancia

16Ver e.g. R. Ferraro, M. Thibeault. Generic composition of boosts: an elementary derivation of the
Wigner rotation. Eur.J.Phys. 20 (1999) [arXiv:physics/0211022].
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del intervalo como
da’ - dz’ = neda dz”’ =, AP A o daPda”
= Npodxfdz? = dx - da. (1.113)

Comparando la ultima expresion del primer renglon con la primera del segundo, encontra-
mos la condicién '
nu’u’A'u pAV o= Tpo - (1.114)

Reordenando los indices, encontramos que las transformaciones de Lorentz méas generales
deben satisfacer

/

(AT i A 5 = 1o (1.115)

que se puede reescribir como
ATpA = 1. (1.116)

Calculando el determinante de cada lado de la igualdad y recordando que el determinante
de un producto de matrices es el producto de los determinantes, encontramos

(det A)? detn = det 1, (1.117)

lo que implica que det A = +1. Ademaés, reescribiendo la ecuacion (1.116), encontramos
que
AT =npA~1p7t, (1.118)

lo que significa que A debe ser ortogonal con respecto a 7.7

Es posible demostrar que las matrices ortogonales con determinante +1 A asociadas
a las transformaciones de Lorentz forman el grupo de Lie O(3,1) en el espacio-tiempo
(plano), con 3 dimensiones espaciales y 1 temporal.

A pesar de que todas las transformaciones del grupo O(3,1) son admisibles, este grupo
contiene tres subgrupos de transformaciones que parecen poco fisicas. Notemos que admitir
transformaciones con A%y < —1 y/o detA = —1 conduce a transformaciones como las
representadas por las matrices diagonales

T = diag(—1,1,1,1), inversion temporal

: _ (1.119)
P = diag(1,—1,—-1,-1), paridad

., o7, .0 P, . T .
que acttan como z°"— — x” y £— — &, respectivamente. Tratar con estas operaciones

. T
representa un reto (note, por ejemplo, que Tp = (—%, p) , donde p es el 4—momento; es

"Habitualmente, las matrices ortogonales tridimensionales M que forman el grupo de Lie 0O(3) satisfacen
MT = 1M~11. Hemos escrito explicitamente la matriz identidad 1 para enfatizar la analogia con la ecua-
cion (1.118), con la diferencia de que la métrica en 3 dimensiones espaciales, siguiendo la logica de (1.111),
es simplemente la identidad (si el espacio es plano).
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decir, la inversion temporal conduce a energias negativas). Se dice que estas transformacio-
nes cambian la orientacion del espacio—tiempo y son denominadas impropias. Entonces, nos
podemos restringir naturalmente al subgrupo propio (det A = +1) y ortécrono'® (AO’O >1)
SOT(3,1), el cual incluye boosts de Lorentz (rotaciones hiperbolicas) y las rotaciones Eu-
clidianas. Frecuentemente, es a este al que le llamamos grupo de Lorentz, aunque el grupo
de Lorentz sea méas general.

Debido a la homogeneidad del universo, podemos considerar el conjunto adicional de
transformaciones en el espacio—tiempo formado por las traslaciones espacio—temporales,
definidas por

ot — at +at, (1.120)

donde a* son las componentes de un 4—vector de desplazamiento arbitrario. Las transfor-
maciones de Lorentz y las traslaciones forman el grupo mas grande conocido de transfor-
maciones del espacio—tiempo, llamado grupo de Poincaré.

1.9.4. Simetrias de Lorentz y constantes de movimiento

Hemos visto que las transformaciones de Lorentz dejan algunas cantidades invariantes,
que hemos llamado escalares de Lorentz, pese a transformar de forma no trivial a los
4—vectores. No obstante, el formalismo de la relatividad especial permite ver que, como
la ecuacion (1.67) muestra, las leyes de la mecanica de Newton también son invariantes
para todos los observadores inerciales en el espacio—tiempo, ajustadas por correcciones
relativistas. Similarmente, aunque de forma més espectacular, las leyes de Maxwell de la
electrodindmica son invariantes bajo las transformaciones de Lorentz (ver ejercicio 1.3 y
seccion 2.2). En general, es posible establecer que todas las leyes fisicas son invariantes ante
las transformaciones relativistas, como establece el principio de relatividad. Por lo tanto, se
dice que estas transformaciones son transformaciones de simetria o simplemente simetrias
del espacio-tiempo.'’

Un resultado espectacular demostrado por la matematica alemana Amalie Emmy Noet-
her es el llamado (primer) teorema de Noether que, de manera informal, puede ser enunciado
de la siguiente forma: toda simetria continua de un sistema conduce a una cantidad cuyo
valor es conservado en el tiempo, llamada constante de movimiento o carga de Noether.

Las simetrias descritas por las transformaciones de Lorentz son continuas porque los
boosts dependen de (las tres componentes de) la velocidad del observador y de los tres
angulos de rotaciones espaciales, que son cantidades que adoptan cualquier valor continuo.
Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Noether, esperamos que existan seis cantidades
conservadas asociadas al grupo de Lorentz.

¥Describe cualquier transformaciéon de Lorentz que preserve la direccion del tiempo.
19Una analogia que permite entender el uso de la palabra simetria es considerar que una esfera perfecta
es invariante bajo rotaciones y, por lo tanto, goza de una simetria bajo rotaciones.
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En mecanica clasica, es bien sabido que un sistema que es simétrico bajo rotaciones
en tres dimensiones espaciales posee tres cantidades conservadas, las tres componentes del
momento angular L. En términos de la matriz antisimétrica (M*") con componentes

MM = ghp” — phla? | (1.121)
es posible expresar las componentes del momento angular (espacial) como
L(i) = 3e7*M7* i jk=1,2,3, (1.122)

donde hemos etiquetado la componente de L en la direccién z¢, i = 1,2,3, como L(i) en
lugar de usar indices porque no existe 4-vector que contenga a L. Ademés, €% denota el
simbolo de Levi-Civita en tres dimensiones?’ y la suma sobre indices repetidos es implicita.
Podemos facilmente verificar que e.g. la componente de momento angular en la direccién
x! obtenida a partir de (1.122) esta dada por L(1) = M?3 = 2?p3 — 23p?, coincidiendo con
el resultado habitual.

Debido a su antisimetria, la matriz 4 x 4 (M*) contiene solo seis componentes indepen-
dientes no nulas que podemos elegir como M?3, M3, M2 y MY, i =1,2,3. Las primeras
tres corresponden justamente a las componentes del momento angular L y son cantidades
conservadas, es decir, satisfacen

OoM?> = oM = 9yM™2 =0.

Mediante el principio de minima accién o, como veremos en la seccién 2.9, mediante el
analisis de vectores de Killing, es posible demostrar que no sélo estas componentes de
(M*) son conservadas,?! sino también M.

Los elementos M% combinan componentes espaciales con componentes temporales del
momento propio y la posicién relativistas, por lo que estan asociados a las rotaciones
en espacio—tiempo, los boosts de Lorentz. Las constantes de movimiento correspondientes
dependen del tiempo debido a que los boosts dependen también explicitamente del tiempo.
Dado que M% = 2% — Ex?/c es una constante de movimiento, su derivada con respecto

a 29 conduce a

FEdx
_ = — 1.12
p c? dt 0, ( 3)

20En tres dimensiones, el simbolo completamente antisimétrico de Levi-Civita esta dado por

+1 si (4,4, k) es permutacion par de (1,2, 3),

e =31 k(i g, k) es permutacion impar de (1,2, 3),

0 si algin indice es repetido.

218e recomienda la lectura de la seccién 14 de L.D. Landau, E.M. Lifshitz, The classical theory of fields
(V.2). Butterworth Heinemann, 1994.
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que coincide con la relacion (1.71), cierta para un sistema de una sola particula estudiado
por cualquier observador inercial si la particula se desplaza con velocidad uniforme. Los
tres grados de libertad de la ecuacion (1.123) son las constantes de movimiento asociadas
a los boosts de Lorentz.

El resultado (1.123) conduce a una interesante conclusion, pero, para llegar a ella,

consideremos primero las cantidades conservadas asociadas a las traslaciones (1.120) que
complementan el grupo de simetrias del espacio—tiempo para formar el grupo de Poincaré.
Calculando la derivada con respecto al tiempo propio de las traslaciones, encontramos que
la 4—velocidad no es alterada bajo estas transformaciones,
%x“ — diT(x" +a) = %x“ (1.124)
debido a que a* es un 4-vector constante. Dado que el momento de una particula de masa
m es definido como p = m U, el 4-momento se conserva bajo traslaciones. En términos de
las componentes p*, encontramos que tanto la energia del sistema E como el momento p
son cantidades conservadas.

Para entender ahora en general el significado de (1.123), consideremos un sistema de
muchas particulas, las cuales, en principio, se mueven en direcciones y con velocidades
arbitrarias. La matriz de cantidades conservadas (1.121) se expresa en este caso como

MM =" ahpl — phal, (1.125)
n

donde n etiqueta a cada una de las particulas que componen el sistema. Las componentes
no triviales M* correspondientes al momento angular solo reflejan que el momento angular
total, dado por la suma de los momentos angulares individuales, se conserva. Por otra parte,
las componentes M% conducen a

E
Zn:pnt - Zn: C—Qnmn = cte, (1.126)

donde hemos supuesto que todas las mediciones de momentos y posiciones se realizan
simultaneamente desde el punto de vista de un observador inercial, y hemos dividido por
c. Dado que la energia se conserva en un sistema cerrado y en aquellos invariantes bajo
traslaciones, como suponemos que es el sistema que analizamos aqui, entonces podemos

dividir (1.126) por >, E,/c* = cte:

2
2nPn 2o Bn®n/ (1.127)

Zn En/c2 Zn En/02

Por otra parte, notando que en el limite no relativista FE, = fy(un)mnc2 — mpc?y
P, — Mpu,, donde u, son las velocidades locales de las particulas que componen el



48 Fundamentos de la relatividad especial

sistema, observamos que, en ese limite, esta expresion se reduce a

Zn mnunt _ Zn MnpTn

Zn My Zn Mnp

Identificamos directamente al coeficiente de ¢ como la velocidad del centro de inercia y al
segundo término como la posicién del centro de inercia no relativista del sistema.

= cte. (1.128)

Por lo tanto, definiendo la posicién y la velocidad relativistas del centro de inercia del

sistema como
_ Zn En:nn/c2 Zn Dy

Xopy = Vepy = 2P 1.129
L WNER DI = =g ( )

respectivamente, la relacion (1.123) para un sistema de muchas particulas se puede reex-

presar como

dXcpr
dt

Debido a que V opr es constante debido a la conservacién de momento, el centro de inercia
X cpr se desplaza con velocidad uniforme V opr. Por medio de esta ecuacién, logramos
identificar que las tres constantes de movimiento asociadas a los boosts de Lorentz en las
tres direcciones espaciales corresponden a la uniformidad de las tres componentes de la
velocidad del centro de inercia relativista. Es decir, para cualquier observador inercial, un
sistema relativista de muchas particulas invariante bajo los boosts de Lorentz se comporta,
en conjunto, como un sistema inercial.

Vepr — 0. (1.130)

1.10. Aplicaciones Opticas de la relatividad especial

Las discusiones hasta este punto han sido generales. En esta seccién buscamos aportar
algunos ejemplos que conducen a predicciones tnicas de la relatividad especial.

1.10.1. Efecto Doppler

El efecto Doppler le ocurre a cualquier frente de onda cuya fuente se estd moviendo
con respecto a un observador inercial. Esto se debe a que las crestas de la onda, desde la
perspectiva del observador, estan mas o menos separadas dependiendo del movimiento de
la fuente.

Centrémonos en la luz como el frente de onda. La luz es emitida con frecuencia v/ desde
una fuente en movimiento con velocidad v a lo largo del eje z', pero tal que la linea de
vision hace un angulo 6 con respecto al eje !, como se observa en la figura 1.18 (que no
es un diagrama de espacio—tiempo).
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. . . o e /
Si el tiempo entre dos crestas consecutivas de una onda de luz emitida es Az" /e,
entonces la frecuencia de la luz esta dada por
; c

La medicion del tiempo Az/c entre dos crestas consecutivas realizada por un observa-
dor en reposo es afectada por dos efectos: i) el del movimiento de la fuente a lo largo de la
linea de vision (que es el origen del efecto Doppler en la mecénica Newtoniana), y ii) por
la dilatacién temporal relativista. La combinacién de estos elementos se expresa mediante

Az® AzY Az
— =y + Bey— (1.132)
c c c

donde 3 es la componente de B3 = (3,0,0)7 a lo largo de la linea de vision,
Be = Bcosb. (1.133)

Definiendo la frecuencia de la luz medida por el observador en reposo como v = ¢/Ax?,
reescribimos (1.132) como

1 1
— = —7(1+ Bcosh). efecto Doppler relativista (1.134)
v v
2\ %)
v
fu(?te m17
observador xf
S

Figura 1.18: Una fuente de luz en movimiento S’ emite luz que es observada por un observador en
reposo S a un angulo 6 con respecto a su horizontal.
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Claramente, cuando cos@ = 1, la linea de vision es a lo largo del eje z!, con la fuente
alejandose del observador, como en la figura 1.19. En este caso, tenemos

1 1 148 1 [148
VUi v\ 15 (1.135)

Para cos = —1, la fuente se acerca al observador y encontramos
1 1 [1-8
—=—y/—. 1.136
v vV\1+p ( )

A estos dos casos usualmente se les conoce como efecto Doppler longitudinal y en su
limite no relativista corresponden al efecto Doppler Newtoniano. Vemos que para § < 1
las expresiones (1.135) y (1.136) pueden aproximarse por

V = v(1£8)+0(8) ~ v (1 + %) : (1.137)

dependiendo de si la fuente se acerca (—) o se aleja (+), lo cual corresponde al resultado
de la fisica Newtoniana. Las correcciones relativistas son proporcionales a 32/2, lo que
explica por qué este efecto es principalmente apreciable en fuentes que se desplazan a
grandes velocidades, tales como las estrellas de galaxias distantes. Observamos que, como
en el caso Newtoniano, entre méas rapido se aleja (acerca) la fuente, la frecuencia de la luz
emitida es menor (mayor) o, en otras palabras, més roja (azul) se observa su luz. Debido
a que las estrellas tipicamente se alejan de nosotros (debido esencialmente a la expansion
cosmica), es frecuente que el efecto Doppler sea llamado simplemente corrimiento al rojo,

’
iE2 ZCQ

A

AN .. W aNWa
S S S U )
!
xl,xl

Figura 1.19: Una fuente emite luz mientras se aleja en el eje x' de un observador en reposo.
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aunque también existan estrellas con movimiento hacia nosotros y exhiban, por lo tanto,
un corrimiento al azul en su espectro de radiacion.

La descripcion relativista del efecto Doppler dada por (1.134) revela que hay un caso
que no aparece en la fisica Newtoniana. Para cosf = 0, es decir, cuando la linea de visién
es perpendicular al movimiento de la fuente, ocurre el llamado efecto Doppler transversal.
En este caso, la relaciéon entre las frecuencias se simplifica a

v =y, efecto Doppler transversal (1.138)

es decir, la frecuencia recibida es reducida por el factor de Lorentz.

En distintos contextos (ver e.g. seccion 3.5.2) es util definir el corrimiento al rojo por
efecto Doppler longitudinal, para objetos (o fuentes luminosas) alejandose, como

vV —v

N
Il

corrimiento al rojo (1.139)
v

que caracteriza la disminucién de la frecuencia observada v con respecto a la originalmen-
te emitida v/, como consecuencia del movimiento de la fuente. Si z < 0, en realidad se
trata de un corrimiento al azul. A partir de (1.134), vemos que en la relatividad especial,
el corrimiento al rojo estd dado por z = (1 + Scosf) — 1. Cuando la fuente se aleja
longitudinalmente del observador, z > 0 y el corrimiento al rojo suele escribirse como

1
SR ) (1.140)

1-p

Como veremos en las secciones 3.1.2 y 3.3.2, en el contexto gravitacional hay correc-
ciones adicionales. En conjunto, este corrimiento al rojo es importante para determinar la
edad o comportamiento de estrellas y galaxias. Es, por ejemplo, conocido que las estrellas
lejanas se ven mas rojas de lo que realmente son (corrimiento al rojo astrofisico) porque se
estan alejando de nosotros.

1.10.2. Aberracion de luz o aberracion estelar

Las distancias y el tiempo dependen del movimiento del observador o del objeto ob-
servado. Esto implica que otras cantidades se afectan similarmente. Hemos visto cémo
velocidades locales cambian dependiendo del movimiento relativo de observadores. Anélo-
gamente, aceleraciones y fuerzas se ven modificadas. Curiosamente, hasta algunos efectos
angulares se vuelven evidentes cuando tenemos involucradas velocidades relativistas; este
es el caso de la percepcion del angulo de incidencia de la luz por diferentes observadores
inerciales.
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Considere un rayo de luz observado a un angulo « respecto del eje ' de un marco de
referencia S en reposo. Otro observador moviéndose con rapidez v en la direccién z! mide
un angulo incidente o/, como se ilustra en la figura 1.20. La rapidez de la luz en ambos
marcos de referencia es ¢, pero la rapidez en la direccién z! no necesariamente es la misma.
Usando la regla de adicion de velocidades (1.63) y haciendo las proyecciones angulares

ut = —ccosa’, u! = —ccosa,
of , ) (1.141)
u® = —csena’, u” = —csenq,
encontramos que
cos o sen «
cosa’ = i, senad = ——— (1.142)
1+ Bcosa ~v(1 + B cosa)
que se combinan en la ecuacién
1 senc
tana' = ——. (1.143)
~ycosa + f3

Sin embargo, resulta més conveniente expresar este resultado en términos de la identidad

trigonométrica

/
fan 2o = —SBY (1.144)
2 1+ cosa’’

de donde encontramos

can Lo — sen o
2 v(1+ Beosa + cosa + 3)

(1.145)
B sen o 1= 8 sena
(1 +B)(14cosa)  \[1+B1+cosa’

22 A 2 A

i

.
>
1/

x x

Figura 1.20: Angulo de incidencia de la luz en marcos de referencia inerciales en reposo y en
movimiento.
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Empleando nuevamente (1.144), concluimos que

1 1=
tan —a/ = P tan —ov. aberracion relativista (1.146)
2 1+8 2

Vemos que para 0 < o < m, la relacion entre los angulos de observacion depende de 5 de
acuerdo a

1, 1 , .
tan—a <tan-a <= o <a si (>0,
: . (1.147)
tan 50/ > tan §a — d>a si B<O0.

Este efecto se conoce bien desde finales del siglo XVII; se le llama aberracion de la luz o
aberracion de Bradley. La aberracion de la luz tiene un papel importante en la astronomia
porque este efecto altera la posicion aparente de las estrellas a lo largo del dia y el afio
debido a la rotacién y traslacion de la Tierra, como se observa esquematicamente en la
figura 1.21a. Claramente, la aberraciéon anual es més importante. Como se ilustra en la
figura 1.21b, estos efectos producen una variacion oscilatoria del angulo de observacion de
cuerpos estelares a lo largo del afo.

o A
, jk
. 7
-
7’
-
7’
-
-, < - ’%
0@ __--7 posicion
. L e aparente
Tierra, - -7
- >
[ = ” - - marzo septiembre marzo
(a) (b)

Figura 1.21: (a) Si un observador terrestre se mueve con la velocidad v indicada con respecto a una
estrella (cercana) debida a la rotacion y traslacion de la Tierra, la posicion aparente de la estrella
tendra un angulo menor al que percibiria un observador en reposo. (b) Variacion del dngulo de
incidencia a lo largo del ano.
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1.11. Mecanica cuantica relativista de particulas sin espin*®

1.11.1. La ecuacién de Klein—Gordon

En la mecdnica cudntica, la relaciéon no relativista,

2
=P 1y (1.148)

2m
origina la ecuacion de Schrédinger (en la representacion de posiciones),

o [ W

S P N v 2 1.14
ih, (2mv +V>w, (1.149)

tras reemplazar las cantidades fisicas ' y p por los operadores cuanticos (diferenciales)??

.0 .
EﬁEziha, p — p=—ihV, (1.150)
y luego aplicar (1.148) sobre la llamada funcion de onda 1 = 1 (t,x), que caracteriza por
completo a un sistema cuantico. Claramente, la ecuacion (1.149) trata de manera diferente
a las coordenadas espaciales y a la temporal, lo que subraya su incompatibilidad con la
relatividad especial.

El primer intento de obtener una ecuacioén cuantico-relativista fue hecha por el mismo
Schrédinger. Su tratamiento fue el mismo que el anterior, pero empezando con la relacion
de energia y momento relativista (1.78),

E? = p2c? 4+ m2ch. (1.151)
Repitiendo los pasos anteriores, encontramos

2 %9 2 2v2 2 4
— ﬁ:(—hcv +m*ct) ¢, (1.152)
donde la funcion ¢ = ¢(t,x) atn debe interpretarse. Esta ecuacion puede escribirse de
forma mas sugerente como

0? m2c?
<c28t2 — V2> o+ s ¢ =0, ec. de Klein-Gordon (1.153)

la cual se conoce como la ecuaciéon de Klein—Gordon. Las derivadas temporales y espaciales
en la ecuacion de Klein—Gordon sélo difieren por un signo y el campo ¢ depende de todas las

22E] simbolo = significa que el lado derecho es una representaciéon del operador del lado izquierdo.
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coordenadas x*. Por esta razén, se dice que esta ecuacion trata al tiempo y las posiciones de
la misma forma. Sin embargo, la diferencia en signo de las derivadas es importante; sugiere
la posibilidad de definir el 4—vector de derivadas (el origen de los signos se explicara en la

seccion 2.1.5)
T
(0") = ( 0o 0 0 9 ) : (1.154)

g 99 "9l o2 918

de manera que podamos escribir la ecuacién de Klein—-Gordon como

2.2 2.2

T = uddo+ g =0. (1.155)

0-0 ¢+ 5 =

Podemos verificar inmediatamente que esta ecuacion es invariante de Lorentz porque 0 - 0
y m;252 son escalares de Lorentz; entonces, mientras ¢ se comporte como escalar bajo
transformaciones de Lorentz, la ecuaciéon de Klein—Gordon es compatible con la relatividad.
Esta observacion revela la naturaleza de ¢. Asi como la funcién de onda v representa el
estado de una particula, ¢ = ¢(z#) estda asociada a una particula en el espacio—tiempo,
pero, para que la ecuaciéon de Klein—Gordon sea relativista, dicha particula debe tener espin
cero. A ¢ frecuentemente se le llama campo escalar y se le asocia a particulas libres de masa

m y sin espin.

La ecuacion de Klein—Gordon expresada s6lo en términos de componentes de 4—vectores
como en (1.155) se dice que se encuentra en notacidn covariante. Si una ecuaciéon puede
escribirse en notacion covariante, en términos de 4—vectores (y cualesquiera otros tensores,
como veremos en el siguiente capitulo), revela que es compatible con la relatividad de
Einstein.?® Es particularmente sencillo, por ejemplo, mostrar que (1.155) es invariante bajo
transformaciones de Lorentz, considerando que las componentes del 4-vector de derivadas
se transforma como cualquier 4-vector, ¥ = A* ,9".

Por otra parte, podemos ver también que la ecuacion de Klein—Gordon (1.153) es una
ecuacion de onda clasica que incluye un término de masa. Usando la relacién de energia
relativista (1.151), es sencillo mostrar que el ansatz

1

¢ = Aexp (h(p-:c—Et)> (1.156)

provee una solucion de la ecuacién de Klein—Gordon. Una observacion decepcionante para
Schrédinger fue que los niveles de energia predichos por esta ecuacion satisfacen

E =+v/m2ct + p2c2, (1.157)

23Como veremos en la seccion 2.5, las leyes fisicas escritas en notacién covariante no dependen de la
estructura del espacio—tiempo ni de la eleccién de coordenadas o marcos de referencia.
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con ambos signos. Es decir, la ecuacion de Klein—Gordon indica que un sistema fisico puede
poseer energia negativa.

Este problema es de suma importancia y fue resuelto algan tiempo después de la apari-
cion de la ecuacion de Klein—Gordon por Dirac, Feynman y Stiickelberg, al interpretar los
estados de energia negativa como estados de energia positiva moviéndose al pasado. Pero
antes de entrar en estos detalles, estudiemos dos aspectos importantes de la ecuacion de
Klein—Gordon: el limite no relativista y la definicion de la 4—corriente de probabilidad.

1.11.2. Corrientes conservadas

El limite no relativista de (1.157) se obtiene cuando la mayor parte de la energia de la
particula esta contenida en su masa en reposo, es decir

E=FEy+FE ~Ey=mc®, E < Ey, (1.158)

donde Ej es la energia en reposo y E’ la energia debida a la dindmica de las particulas. En
estos términos, podemos reescribir el ansatz (1.156) como

_iEgt

¢=pe h, (1.159)

donde ¢ solamente depende de la energia no relativista, satisfaciendo la ecuacién de Schro-
dinger no relativista

ihgf ~ E'¢ < Eyp. (1.160)
En este limite, las derivadas temporales de ¢ estdn dadas por

o9 (Dp iEy _iEqgt

0%¢ 0%p _iEydp E? _iBgt

— == -2—-"F——=¢p|e n

ot? ot? h ot  h?
2iFEy 0 Ey?

~— — 4+ — | 9. 1.162

( Foo T he)? (1.162)

Sustituyendo (1.162) en la ecuacion de Klein-Gordon (1.153), encontramos
2

2imc? ﬁ n m2ct
hc2 Ot h2c2

2
N Vz) o4 mﬁ; 6=0, (1.163)

que se simplifica a

0 h?
ihaqﬁ = —2—V2¢, limite no relativista de la ec. de Klein—Gordon (1.164)
m
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lo cual coincide con la ecuaciéon de Schrédinger (1.149) para una particula libre. Esta es
una observacién interesante ya que significa que la ecuaciéon de Klein—-Gordon puede ser
considerada como el origen relativista de la ecuaciéon de Schrédinger.?*

Atun podemos obtener méas informacién de aqui. Consideremos la ecuaciéon de Schro-
dinger para una particula libre en la forma

0 ih
5= %qub. (1.165)
Multiplicando por ¢* y agregando la ecuacién resultante a su conjugado, encontramos
5 b+ b o = I (V% 9V (1.166)
que puede reescribirse como
0 ih
S5(00"0) + V- [ =2 (9"V 6 — 6V )| =0, (1.167)

Recordando que en mecanica cuantica no relativista ¢*¢ define la densidad de probabilidad
p de la funciéon de onda ¢, y definiendo una corriente de probabilidad

j=—5 - ('V6 -6V, (1.168)

encontramos la ecuacion de continuidad

ap .
hall L] = 1.1
N +V.53=0, (1.169)

la cual expresa la conservacion de probabilidad, de la siguiente manera. Si la probabilidad no
relativista de que una particula se encuentre en un volumen {2 se define como P = fQ d3z p,

entonces 5P
:/d% V-j:y{j.ﬁdszo. (1.170)

ot
Q o0

La dltima igualdad se debe al hecho de que j desaparece cuando & — oo y el volumen
() tiene frontera 02 al infinito. Podemos reescribir la ecuacion de continuidad (1.169) en
términos de una 4—corriente

J=(J* = (ep,§)T, 4—corriente (1.171)

como

8o ol = et =10 ecuacion de continuidad (1.172)

24 Aunque, como es habitual, los operadores diferenciales y el ansatz para ¢ son concebidos ad hoc.
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Notamos que esta ecuacion, de acuerdo con la discusién anterior, expresa la conservaciéon
de J° en todo el espacio siempre y cuando j = (J?) desaparezca en el infinito, como se
espera por ser un limite fisico. Las definiciones de p y 7 son tipicas de la mecanica cuéntica
no relativista y es bien sabido que satisfacen (1.169).

Extendamos este tratamiento a la ecuacion de Klein—Gordon. Para lograrlo, multipli-
quemos esta ecuacion en su forma (1.155) por ¢* y restémosle a la ecuacion resultante su
conjugada. Obtenemos

m2c?

0D — OO G+ (670 — 067) = (07076 — 60"¢7) =0 (1173)
Esta expresion adopta la forma (1.172) si las componentes de la 4—corriente relativista
satisfacen

J o "0 p — ¢ b*. (1.174)

Sin embargo, vemos que, en el limite no relativista, las componentes espaciales sélo pueden
compararse con (1.168) si multiplicamos por ih/2m. Por lo tanto, proponemos que la 4—
corriente en el caso relativista esté dada por

_in

JH
2m

(¢"0"¢ — 90" "), (1.175)

donde la densidad de probabilidad conservada p = J°/c ahora esta dada por

1 ih 15) 0
p==-J"= <¢*at¢> - qbatqb*) . (1.176)

c
De inmediato notamos que hay un problema. Para valores arbitrarios de ¢ y %—f, p también
puede ser negativa. Es decir, la ecuacion de Klein—Gordon no sélo incluye energias negativas,
sino también probabilidades negativas. Esta es una de las razones por las que a esta ecuacién
se le conocié durante mucho tiempo como una curiosidad tedrica sin sentido.

1.11.3. Causalidad y antiparticulas

La solucion (1.156) de la ecuacion de Klein-Gordon puede formularse en forma cova-
riante (en términos de 4—vectores) como

¢(at) = Aexp <—;p : 33) ) p-x=nuplaY, (1.177)

donde la naturaleza escalar de Lorentz de ¢ se hace evidente una vez mas. Por lo tanto,
esta solucién es claramente compatible con la relatividad especial. Sin embargo, recordemos
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que E puede ser tanto positiva o negativa. Para E_ = —+/p2c2 + m2c* < 0, el exponente
pierde su conveniente forma covariante

i

h

i

h(p-a:+ |E_|t), (1.178)

prr=

pero puede ser corregida si consideramos tiempos negativos

7

h

i

h(p-:r,—|E,|\t\), t<O0. (1.179)

prx=
Se puede interpretar este resultado como una senal de que soluciones de energia positiva
se mueven temporalmente hacia el futuro, mientras que soluciones de energia negativa se
mueven hacia atras en el tiempo. A esto se le conoce como la interpretacion de Feynman—
Stiickelberg.

Para que esta observacion tenga sentido, consideremos la dispersion elastica de una
particula ¢ con un foton +, el cual carece de masa,

oy — ¢, (1.180)

es decir, originalmente tenemos un ¢ y un +, los cuales, después de interactuar, salen con las
propiedades originales (energia, momento, carga, ...). Lo que es importante para nosotros
es la interaccién donde diferentes energias para ¢ podrian surgir.

Consideremos que ¢ tiene energia Fq > 0 mientras 7 tiene energia E,. Tendremos dos
€asos:
1. E7 < FEn,
2. B, > FE.
En ambos casos, como se puede observar esquematicamente en la figura 1.22, la interaccién
ocurre como sigue. En 1 ¢ emite un fotén con ciertas propiedades? y en xy ¢ absorbe
otro fotén con las mismas propiedades del foton emitido. La diferencia aparece debido a la
energia restante en ¢, /' = Fq — E,, después de emitir el foton. Claramente, el primer caso,
ilustrado en 1.22a, es el més sencillo. Como en este caso £ = £y — E, > 0, ¢ se comporta
normalmente perdiendo momento en 1 y recuperandolo tiempo después (z2° > 21%) en
2.

No obstante, en el segundo caso, ilustrado en 1.22b, después de emitir el foton en x1, ¢
tiene energia negativa £ = F1 — E, < 0y ya no puede desplazarse hacia el futuro. En lugar

de eso, retrocede en el tiempo a o, con 22?0 < x1%, donde absorbe un fotén con energia E,
lo que hace que ¢ vuelva a su estado original, con energfa E; > 0.

25Al emitir el fotén, ¢ altera su 4-momento, satisfaciendo siempre el principio de conservacién. Sin
embargo, en una situaciéon como la presentada esqueméaticamente en la figura 1.22, el momento lineal espacial
de ¢ tras la emision del foton es mayor que el que tenia antes de emitirlo; esto implica particularmente que,
tras emitir el foton, no satisface la relacién p? = m?c?. A este tipo de particulas se les llama virtuales.
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(a) E’Y < Fj.

Figura 1.22: Interacciéon de una particula escalar ¢ con un fotén v mediante el intercambio de
particulas virtuales de energia (a) E1 — E, > 0y (b) E; — E, < 0. En (b), la particula con energia
negativa “viaja al pasado”.

El peculiar “viaje al pasado” provoca escepticismo, pero adquiere sentido si analizamos
nuevamente el caso 1.22b, tratando de evitar ahora la posibilidad de energias negativas.
Leyendo la figura 1.22b desde el lado derecho se obtiene una imagen alternativa: el fotén
entrante crea dos particulas escalares al llegar a x5, una con energia Ej y la otra con
E, — Eqy > 0. Esta tltima es después absorbida junto con el ¢ entrante, que se aniquilan
en x1, produciendo el fotén saliente. Como antes, la energia se conserva para cada vértice
de la interaccion (de hecho, todo el 4-momento se conserva).

Notemos que en esta interpretacion, la particula creada en el punto x2 con energia
E, — Eq, pese a ser escalar, no puede ser completamente idéntica a la particula ¢ que
retrocede al pasado por tener energia negativa; debe corresponder a una particula escalar
con alguna propiedad que la distinga de la particula ¢. Si interpretamos a ¢ con E < 0
como una particula diferente ¢/ con B/ = —F > 0, jqué es ¢/ y qué la distingue de ¢?

Para responder esta pregunta, dotemos a ¢ de una carga eléctrica g. La correspondiente
densidad de carga estd dada por

ihq

B B}
pg = pq = <</>*8t¢ - ¢at¢>*> : (1.181)

2mc?

Sustituyendo la solucién ¢ = exp (1(p -« — E+t)), con Ex = £4/p2c? + m2c!, encontra-

mos )

. . E+ 2

ihq < 2in> . (Ei ) . +q () (9]

py= o (2B ey (B2 g = (1.182)
17 2me? h mc2 —q %) |p|% .
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La dltima expresion permite la siguiente interpretacion: particulas escalares de energia ne-
gativa con carga g son equivalentes a particulas de energia positivay carga —q. Es decir, una
particula con energia negativa es equivalente a su antiparticula con energia positiva. Esta
es la llamada interpretacion de Feynman—Stiickelberg de los estados con energia negativa, y
representa un elemento importante de la llamada electrodindmica cudntica, la mejor y mas
precisa explicacion de los procesos electromagnéticos en la fisica de particulas elementales.

Vemos que, para una particula cargada, p, tiene sentido como densidad de carga. Tam-
bién tiene sentido para particulas sin carga, para lo cual p, = 0. Sin embargo, es imposible
definir una densidad de probabilidad para la ecuacién de Klein—Gordon, dado que p también
adopta valores negativos.

Como observacion final, mostremos que p se reduce a la densidad de probabilidad de
la ecuaciéon de Schrodinger no relativista:
ih

© 2me?

/ (050~ 0349 ) = gz |2 (=3 ) (B + Bl | = 200 = %0,
(1.183)
donde hemos usado que ih%—f =FE¢p=(Ey+FE)py E < Ej.

Ejercicios

1.1 Preguntas conceptuales.

(a) En relatividad especial, el postulado de la universalidad de la rapidez de la luz es esencial
para obtener las transformaciones de Lorentz, o = BH av. .Son las tnicas transformaciones
consistentes con ese postulado? Considere, por ejemplo, las transformaciones conformes o =
axt, con a = cte. ;Qué significa este resultado?

(b) En la relatividad Galileana, el intervalo espacial o distancia ¢ = (Az®)(Az") = |Az|? es
invariante ante transformaciones Galileanas entre los marcos de referencia inerciales, es decir,
(2 = (¢")2. Sin embargo, al dividir por (At)? # 0 se llega a que |u|?> = |u — v|?, en donde v
es la velocidad uniforme a la que se mueve un marco de referencia inercial S’ con respecto a
otro marco en reposo S. ;Cudl es la inconsistencia?

1.2 Invariancia del intervalo.
(a) Muestre que el intervalo espacial £*> = (Az')(Ax') = |Az|? es invariante bajo una transfor-
macion tridimensional relativista de Galileo.

(b) Muestre que el intervalo espacial-tiempo As? = (Az")(Az?) — (Az?)(Ax?) es invariante bajo
un boost de Lorentz unidimensional.

(¢c) Siguiendo la discusion del articulo Indefinite quadratic forms and the invariance of the interval
in Special Relativity de J.H. Elton [arXiv:math.GM/0904.3913], demuestre que el intervalo
espacio—temporal es invariante.

Sugerencia: Es importante comprender el teorema demostrado ahi, antes de aplicarlo, y sequir
la discusion compartida en el apéndice G de la referencia [2] de ese articulo.
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1.3 Ecuaciones de Maxwell.

(a)

(b)

()

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio y sin fuentes estan dadas en su forma diferencial por

V.-E=0, VxE:—a—B,
ot

E

V- -B =0, VXB=M0€0%7

en donde E y B denotan los campos eléctrico y magnético, mientras que pg y €y son res-
pectivamente la permeabilidad magnética y la permitividad eléctrica del vacio, y satisfacen
c? = (poeo) ™. Aplicando relaciones entre el rotacional, el gradiente y la divergencia de un
vector, muestre que las ecuaciones de Maxwell implican que los campos E y B son ondas

con velocidad c.

Muestre que la ecuacién de onda para el campo magnético B = (B,0,0)7 no es invariante
ante transformaciones Galileanas.

Muestre que la ecuacién de onda para el campo magnético B = (B,0,0)7 si es invariante
bajo boosts de Lorentz.

1.4 Boosts de Lorentz.

En el apéndice I de su libro Relativity. The special and the general theory de 1916, Einstein sugiere
una forma muy simple de obtener los boosts de Lorentz a partir del postulado de la invariancia de
la velocidad de la luz, codificada en

¥ —ct' =Nz — ct)
¥+t = plx + ct),

para algunas constantes A y u, y el resultado Galileano de que 2’ = 0 debe coincidir con la curva
x — vt = 0. Muestre como funciona la derivacion de Einstein.

1.5 Preguntas conceptuales.

(a)

(b)

(, Como expresaria en términos del 4-momento la conservaciéon de momento y energia? ;Qué
implicaciones tiene para los 4—vectores f = (f*) y p = (p*), y para el resultado anterior, la
accion de una fuerza externa sobre el sistema?

Un granjero con conocimientos de relatividad tiene un granero de longitud Lg y una escalera
de longitud Lp > Lg, que quiere guardar en el granero. Planea utilizar la contraccion de
Lorentz para guardar la escalera. El granjero le dice a su hijo que corra con la escalera hacia
el granero a una rapidez relativista (uniforme) v hasta que él cierre la puerta del granero
cuando la escalera cruce la puerta. ;Qué observa su hijo? ;Lograré el granjero guardar su
escalera?

Un trailer muy veloz es conducido por un fisico. Sabe que su vehiculo tiene una altura de 5
m y que el puente de una carretera solo alcanza los 4 m. Como su trailer puede lograr una
rapidez de hasta 0.7¢, medita sobre la posibilidad de tomar esa carretera. ;Con qué rapidez
debera conducir para pasar por debajo del puente?

1.6 4—vectores.

(a)

Demuestre que el producto interior de dos 4-vectores z - y = 2% — z’y* es un invariante de
Lorentz.
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(b)

(e)

Muestre que en el laboratorio las componentes de la 4—fuerza f = (f*) son (% ‘é—lf, vF 1), donde
Ft =dp'/dt = d(m~yv?)/dt son las componentes de la 3—fuerza. ;Cuél es la interpretacion de

fo

De la definicién de la 3-fuerza, muestre que ¥ = mydv'/t + (F7/v7)v'/c?. Esta expresion
implica que, en general, la aceleraciéon Newtoniana dv’/dt no es paralela a la fuerza que la
produce. jEn qué casos particulares si lo es?

Si dos eventos tienen separacion espacialoide, ;existe un marco de referencia inercial en el
cual ambos eventos ocurren en el mismo lugar? Justifique su respuesta.

La sobreaceleracion j en fisica Newtoniana es la derivada temporal de la aceleracion. Genera-
lice este concepto a una 4-sobreaceleracion j. Para una particula de masa m, ;qué significado
fisico tiene la componente mj® del 4-vector mj?

1.7 Velocidades relativistas.

(a)

()

Tres marcos de referencia inerciales S, S’, S estan en configuracion estandar entre ellos (el
origen de sus coordenadas coincide y las velocidades estan orientadas en la direccion zt). S
tiene rapidez u con respecto a S, y S” tiene rapidez v con respecto a S’. Emplee solamente
los boosts de Lorentz para demostrar que la velocidad de S” con respecto a S es

u—+v
1+

nm‘g

Explique por qué este método es valido.

Desde un marco de referencia inercial se observan tres particulas alineadas horizontalmente
viajando con velocidades uniformes en la misma direccion. La primera de ellas tiene rapidez
4¢/5 mientras que la segunda tiene rapidez 3¢/5, jcudl es la rapidez de la tercera si, desde
su perspectiva, las otras dos se acercan con la misma rapidez? ;Cuél seria la respuesta de
acuerdo a la relatividad Galileana?

En un sistema de referencia inercial, dos particulas son lanzadas simultdneamente desde un
punto dado con velocidades iguales a v y en direcciones ortogonales. ;Cual es la velocidad de
cada particula relativa a la otra?

1.8 Composicion de velocidades.

Chana observa una particula de masa m moviéndose con velocidad u = (u,0,0)7 en el laboratorio.
Al mismo tiempo, Chén, desde una nave que se mueve con velocidad v = (v,0,0)7 fuera del
laboratorio, mide la velocidad w = (w,0,0)” para la particula.

(a)
(b)

()

Escriba w en términos de u y v.

., Cuales son las componentes del 4-momento p’ = (p"/) de la particula de acuerdo a Chén en
términos de w y en términos de u y v?

. Qué relacion existe entre los 4—vectores p y p’ en términos solamente de v?

1.9 Preguntas conceptuales.

(a)

Una dama relativista corre en un microbus relativista. Ambos se mueven con la misma rapi-
dez, pero en direcciones perpendiculares. Chén, desde su comoda perspectiva en el puesto de
tacos, grita que ella se ve bastante delgada. ;Miente o dice la verdad?
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(b) Describa muy brevemente (si es posible, usando alguna ecuaciéon) por qué no es posible que
un observador inercial viaje con rapidez c.

1.10 La paradoja de los gemelos.

Dos gemelos, Chana y Choén, viven en la Tierra. Chén decide emprender un viaje en su nave
espacial con rapidez constante v < ¢ a Alfa Centauri, mientras que Chana decide quedarse en casa.
En cuanto llega a su destino, Chon da media vuelta y emprende su viaje de regreso a la Tierra con
la misma rapidez v. En el sistema de referencia de Chana, dibuje un diagrama de espacio—tiempo
que describa la trayectoria recorrida por Chon.

1.11 Gedankenexperiment de Einstein.

Sean (a/,b’) y (a”,b") los extremos de dos barras de idéntica longitud propia ¢. Las barras se mueven
con una rapidez constante de 0.6¢ en direcciones opuestas con respecto a un observador en reposo
sobre el eje x!. Tras algin tiempo, el observador en reposo nota que ambos extremos de las barras
coinciden en los puntos (a, b).

(a) Trace un diagrama de espacio-tiempo que muestre la situacion descrita.
(b) Muestre analiticamente que b —a < /.

1.12 Orden cronolégico.
Tres eventos, &, & y &3, mutuamente separados espacialmente, son apreciados por un observador
inercial ocurriendo en el orden temporal &1, & v &s.

(a) Explique mediante diagramas de espacio—tiempo si es posible que otro observador los vea en
el orden opuesto, &3, & y &1.

(b) Explique mediante diagramas de espacio—tiempo si es posible que otro observador los vea en
el orden &1, &3y &s.

(¢) Una clarividente llora de dolor en el preciso instante en el que su hermano, a 500 km de
distancia, se golpea. Un cientifico observa ambos eventos desde un avion viajando a %c desde
el punto donde se encuentra el hermano hacia la clarividente. De acuerdo al cientifico, ;qué
evento ocurrié antes? ;Cuénto tiempo antes ocurri6 el primer evento? Dibuje un diagrama
de espacio—tiempo del problema en cuestion. ;Qué conclusiones obtendria el cientifico si el
avion viajara en la direccion opuesta?

Sugerencia: puede emplear el articulo “Constraints on chronologies” de A. Shapere y F. Wilczek®S.
1.13 4—vectores en distintos marcos de referencia.

(a) Muestre que cualquier vector temporaloide U* para el cual U > 0 y 7, UFU” = c2, es la
4—velocidad de alguna linea de universo.

(b) Use el resultado anterior para mostrar que para cualquier vector temporaloide existe un marco
de Lorentz en el cual las componentes espaciales de U* son cero.

1.14 Composicién de boosts.

Es sabido que el conjunto de boosts de Lorentz no es un grupo debido a que no satisface la propiedad
de cerradura. Para completar el llamado (sub)grupo de Lorentz SOT(3,1), se requiere la inclusion
de rotaciones espaciales.

26http://arxiv.org/abs,/1208.3841
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(a)

(b)

(f)

Muestre que la composicién de boosts de Lorentz en diferentes direcciones no es otro boost.
Para hacerlo, considere un boost B; en la direccién ' seguido de un boost B en la direccién

x2.

Suponga que el resultado es un boost By en alguna direcciéon f seguido por una rotacion R(9)
cuyo eje axial es el que no es alterado por los boosts, es decir, B2B31 = R(6)By, donde

1 0 0 0
0 cosf® senf O
0 —senf cosf O
0 0 0 1

R(0) =

Encuentre el boost B¢ en términos de 6 y los pardmetros S1, v1, f2 y 72 de By y Ba.

Exigiendo que la matriz By sea simétrica, encuentre sen 6 y cos  en términos de los parametros
de Bl y BQ.

Use el resultado del inciso anterior para reescribir explicitamente B. ;En qué plano esta la
direccion del boost de Lorentz B¢?

En el plano de la direccion del boost By, hay un vector de cuatro dimensiones w (con s6lo
dos entradas no nulas) perpendicular a la direccion f del boost, es decir, tal que w - f = 0.
Argumente por qué w debe satisfacer Byw = w. Usando esta relacion, encuentre la direccion
f del boost.

Con base en estos resultados, indique cuél es la estructura de la descomposiciéon de un boost
arbitrario en términos de boosts y rotaciones.

1.15 Preguntas conceptuales.

(a)
(b)

Un experimento moderno ha detectado una particula con masa en reposo m, que alcanza una
rapidez v > c¢. ;jEs correcto el resultado experimental? ;Por qué?

Puede un electron libre emitir o absorber un solo fotén? Use conservacion de energia y
momento para responder.

1.16 Movimiento acelerado en 1 + 1 dimensiones.

(a)

En un espacio unidimensional, un cuerpo se mueve con aceleracion a = d?z/dt? de acuerdo
a un sistema de referencia en reposo S. Demuestre que ¢’ = d?z’/dt’? en un sistema de
referencia S’ que se mueve con rapidez v con respecto a S esta relacionado con a mediante

a = a4
C3(1 —uv/e?)3’
en donde u es la rapidez a la que se mueve el cuerpo en S.

Encuentre las componentes de la 4-aceleracion o/ = d?z/d7r2, donde T es el tiempo propio.
Determine el invariante de Lorentz a = & - & en términos de a.

Si « es constante, encuentre x(t). ;Qué curva describe un objeto acelerado uniformemente?

Demuestre que el tiempo propio 7 de un observador con « constante es

c at
7= —senh! (> .
« c

Sugerencia: recuerde que dt = y(u)dr.
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1.17 Reflexién en un espejo.

Un espejo plano se mueve en direcciéon de su normal con rapidez uniforme v con respecto a un sistema
de referencia S. Un rayo de luz de frecuencia v; golpea el espejo con un angulo de incidencia 6; y
es reflejado con frecuencia v, a un angulo de reflexiéon 6,.. Demuestre los siguientes aspectos:

(a) Los angulos de incidencia y reflexion satisfacen

tan %Qi c+v

tan360, c—v

(b) Las frecuencias incidente y reflejada satisfacen

vy c+vcosb; sen 0;

v; c—wvcosb, send,’

Sugerencia: escriba las relaciones dpticas que mide un observador en S’ que se mueve con el espejo,
y obtenga las observaciones realizadas en S

1.18 Generadores del grupo de Lorentz propio.

El grupo de Lorentz propio esta compuesto por todas las matrices A que describen una transfor-
macién de Lorentz propia. Este grupo esta formado entonces por los boosts y las rotaciones en 3
dimensiones, por lo que el grupo puede entenderse en términos de 6 pardmetros asociados a estas
transformaciones. Se pueden tomar estos parametros como 3 dngulos de rotaciéon w; y 3 pardmetros
hiperbolicos ¢;. Cualquier elemento de este grupo puede expresarse en general como

A(w7¢> _ e—iw~S—i¢-K’

en donde w = (W]_,WQ,W?,)T y ¢ = (¢1, b, (bg)T son los 6 pardmetros de la transformaciéon men-
cionados. S y K son 3-vectores de matrices 4 x 4, los cuales son definidos como los generadores
de rotaciones y boosts, respectivamente. Si estudiamos transformaciones continuas, es suficiente
considerar transformaciones infinitesimales, en las que los parametros de la transformacion son
infinitesimalmente pequenos. A este nivel

Adw,0¢) =1 —idw - S —idp - K. (1.184)

(a) Considere, por ejemplo, una rotaciéon en el plano 22 — 3, es decir, alrededor del eje .

Escriba la matriz 4 x 4 A que la representa. Considere ahora que el angulo de rotaciéon

es infinitesimalmente pequeno. Utilizando la forma infinitesimal (1.184) y la forma de A,

encuentre S;. Utilizando la forma infinitesimal de las rotaciones alrededor de los otros ejes
encuentre Sy y Ss.

(b) Recuerde que un boost puede escribirse en términos de los parametros hiperbolicos ¢; =
In(v; (1 + 5;)),i = 1,2,3, como una rotacién hiperbolica. Considere ahora la forma infinite-
simal de los boosts en términos de los parametros hiperboélicos en las 3 direcciones posibles.
Haciendo lo analogo a lo hecho en el inciso anterior, encuentre los generadores Ky, Ko y K3
de los boosts en las 3 direcciones.

(c) Se define el conmutador como [A, B] = AB — BA. Encuentre las relaciones de conmutacion
entre todos los generadores, es decir [K;, K|, [S;, S;] v [Ki, S;].
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(d)

Definimos una nueva base como
1 .
Aj = i(S] + ZKJ'),

Bj = (5 —iK;).

1
2
Encuentre los conmutadores [A;, A;], [B;, B;] y [Ai, B;]. {Qué puede concluir a partir de estos
conmutadores sobre el grupo de Lorentz?

1.19 Grupos de Lorentz y Poincaré.

(a)

(h)

A partir de la invariancia del intervalo ds?, aplique transformaciones de Lorentz para demos-
trar que

A“Q'I]m,Ayg = Nap-
Escriba la forma matricial de la ecuacién anterior.

De la forma matricial que obtuvo en el inciso anterior, demuestre que det A = +1.

De la ecuacion del inciso (a) demuestre que |[A%]| > 1. Con este resultado y el del inciso
anterior, ha mostrado que podemos dividir el grupo en 4 sectores (dependiendo del signo de
A% y de det A).

De los resultados obtenidos en (b) y (c), defina los 4 sectores que componen a O(3,1). De-
termine a qué sector pertenece el elemento identidad, las rotaciones espaciales y los boosts.

Definimos la inversion temporal como 7 = diag(—1,1,1,1) y la inversion espacial como P =
diag(1,—1,—1,—1). Demuestre que 7 y P pertenecen a O(3,1). Indique a qué componente
conexa pertenecen 7, P y su composicion TP = PT.

Pruebe o refute que cada componente conexa forma un subgrupo de O(3,1).

(Grupo de Poincaré) Una generalizacion de O(3,1) es el llamado grupo de Poincaré, el
cual considera también traslaciones espacio—temporales y contiene como subgrupo a O(3,1).
La accion de un elemento general del grupo de Poincaré, que denotaremos como (A, a) (donde
A€ 0(3,1) y a € R3Y), sobre un vector z es 2/ = (A,a)z = Az + a, que, en términos de
componentes, es

at — AP x” + et (1.185)

Note que un elemento (A,0), con a = 0 es simplemente un elemento de O(3,1). Considere
dos elementos del grupo de Poincaré (A1, a1) v (Ag,az). Use (1.185) para demostrar que la
regla de composicion del grupo de Poincaré esta dada por

(A2, a2)(A1,a1) = (A2A1, Asaq + a2).

Encuentre la expresion para el inverso a (A, a), i.e., el elemento tal que (A, a)(A,a)"t = 1.

1.20 Matrices de Dirac.
Suponga que el Hamiltoniano H de una particula relativista puede ser escrito como un cuadrado
perfecto de una cantidad que es lineal en p

H = (c(a1p1 + aopa + asps) + Bmc®)?.
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(a)

Si H es igual a la energia relativista, encuentre las condiciones que deben cumplir los coefi-
cientes o, g, ag y S.

Para que se cumplan las condiciones encontradas en (a), se necesita que «;, y /5 sean matrices.
. Qué eigenvalores pueden tomar estas matrices?

Demuestre que la traza de las matrices a; y S es cero. ;Como debe ser la dimension de estas
matrices?

;Cual es la dimension minima que deben tener estas matrices? Con base en los resultados
previos, jqué estructura tienen los objetos sobre los que actiian estas matrices?

Un algebra de Clifford (o Dirac) se define mediante el siguiente anticonmutador
(V7" ="+ =2,

en donde v* son en general D matrices de dimensién D. n = (n,,) es la llamada métrica
de Minkowski D-dimensional, dada por n = (n,,) = diag(1,—1,—1,....,—1) = n=* = (p").
Utilizando las propiedades que encontré en (a), escriba las matrices v* como funciones de «;
vy 8. A las matrices v* se les conoce como matrices de Dirac y son de crucial importancia
para entender la dindmica de particulas relativistas con espin %



Capitulo 2

Geometria en relatividad

2.1. Tensores en relatividad

2.1.1. Algunas propiedades de vectores

En la seccién 1.7, introdujimos los 4—vectores como cantidades de cuatro dimensiones
cuyas componentes se transforman como las componentes dz*, up =0, ..., 3, bajo transfor-
maciones de Lorentz A, es decir, tales que

A = A A, (2.1)
si A* u=0,...,3, denota las componentes de un 4—vector A. Ademés, hemos mostrado
en la secciéon 1.9.3 que las componentes del tensor métrico satisfacen

AF pAV allwv' = Moo (2'2)

para preservar la invariancia del producto escalar entre 4—vectores observados por distintos
observadores inerciales. El producto escalar ha sido definido como

A-B =, A"B, (2.3)

para dos 4-vectores A y B arbitrarios con componentes A* y B*. Como se justificara en
la seccion 2.1.5, es conveniente reescribir A - B como

A-B=A,B"=A'B,, (2.4)
donde hemos usado la propiedad del tensor métrico (que demostraremos en la seccion 2.1.5)
A, =nuwA”, B, =mn.,B". (2.5)

En este contexto, se dice que una de las funciones del tensor métrico es bajar indices.
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Los 4—vectores o simplemente vectores forman un espacio vectorial que satisface las pro-
piedades de todo espacio vectorial. Particularmente, si A y B son vectores con componentes
Aty B* u=0,...,3, entonces

(A+ B)* = A" + B* 26)
(@A) =aA¥, a€R
y, en consecuencia, las componentes de la suma de vectores se transforman como
(A+ B)* = A¥ A" + \¥ ,BY (2.7)

bajo una transformacion de Lorentz.

Por otro lado, como las transformaciones de Lorentz son transformaciones lineales que
relacionan dos sistemas coordenados, los de coordenadas z* y x“/, mediante 2 = A¥ 2" v,
viceversa, ¥ = AY M/x“/, en una relacién continua y biyectiva, entonces las transformaciones
de Lorentz son difeomorfismos' que satisfacen

/ oxt ox¥

A, = y ANy = —.

ox¥ oz

Escrito de esta forma, notamos que, si A es un difeomorfismo arbitrario, tal como una
transformacion de coordenadas, tanto (2.8) como (2.7) también se satisfacen. Esta obser-
vacion permite notar que las transformaciones de Lorentz, hasta ahora empleadas para
caracterizar los vectores, son sélo un caso especial de las transformaciones generales permi-
tidas en la teoria de la relatividad, las cuales corresponden a todos los difeomorfismos del
espacio—tiempo. Es decir, es posible generalizar las transformaciones de Lorentz a transfor-
maciones que modifiquen radicalmente el espacio—tiempo, transformaciones que relacionen
las coordenadas inerciales con coordenadas asociadas a sistemas acelerados, rotantes, o
cualesquiera otros, siempre que las transformaciones puedan expresarse como (2.8). Este
resultado meramente geométrico es tremendamente poderoso, pues permite generalizar la
relatividad especial a cualquier marco de referencia, como veremos en el capitulo 3. Antes

de llegar a esa generalizacién, debemos desarrollar algunos elementos que nos seran de gran
utilidad.

En el contexto de la relatividad especial, que es formulada en un espacio—tiempo 4—
dimensional plano, podemos elegir la base del espacio de vectores dada por

1,0,0,0)T,
0,1,0,0)7,
0,0,1,0)T,
0,0,0,1)T,

/

(2.8)

(2.9)

(
(
(
(

€0
€1
€2
€3

!Formalmente, un difeomorfismo es un mapeo diferenciable, biyectivo e invertible que relaciona un
espacio continuo y localmente plano (conocido como variedad) con otro. Las transformaciones de Lorentz
son difeomorfismos del espacio—tiempo plano en si mismo.
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o e,” = 65 en formato breve, donde 8 es la delta de Kronecker, definida como
0 s
gh = { siu#v, (2.10)
1 sip=v,

con p corriendo sobre las componentes de la base y v sobre los elementos de la base.
El espacio-tiempo plano descrito por la base (2.9) es conocido como espacio—tiempo de
Minkowski.

En general, dada una base, un vector arbitrario A puede ser escrito como
A = Ale,. (2.11)

Con esta definicion, un vector A no tiene indices y, por lo tanto, es invariante ante difeo-
morfismos, incluyendo las transformaciones de Lorentz, es decir,

A= Afe, — A“lew =A. invariancia de vectores (2.12)

Esto significa que, aunque las componentes de un vector si se transforman, el propio vector
no. Claramente, esto implica que e, # e, de donde podemos deducir cémo se transforman
los vectores base. Empleando A" = A#',A” en (2.12),

A=Ay = A Ay = A (A o) = AV, = A,
encontramos la regla de transformacion de los vectores base,
ey = A e, (2.13)

donde A denota algin difeomorfismo.

Consideremos, por ejemplo, que A es un boost a lo largo de la direcciéon z', dado
por (1.39). En este caso, los tinicos vectores base que se transforman son ey y e, que, de
acuerdo a (2.13), satisfacen

eo = veo — yBer,

(2.14)
e1 = ey — yfeq,

lo cual implica que

ey = veo + yfer,

(2.15)
ey = yer + 7feo.

Esta ecuacion indica que los vectores base se transforman inversamente a las componentes
de vectores.
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Expresemos la transformacion inversa a A como
A= (A, (2.16)

compatible con (1.118), como el lector puede comprobar facilmente (ejercicio 2.1). Entonces,
para obtener la nueva base {e,/} en términos de la base no transformada {e, }, utilizamos
la transformacion inversa (2.16) en (2.13) y obtenemos

G = I @y, transformacion de vectores base (2.17)

donde hemos usado las identidades
A"y AF =07, A" YN =0 (2.18)

debidas al producto de A con su inversa A~

2.1.2. 1-formas

Consideremos ahora una funcién lineal p que toma como parametro un vector arbitrario
y devuelve algin escalar. La accion de p sobre un vector A esta dada por

p(A) = p(Ate,) = AFp(ey) = Al'py (2.19)

donde hemos definido p, = p(e,). En la segunda igualdad, hemos tomado en cuenta que
las componentes A* del vector A son simples escalares y que p es una funciéon lineal. La
expresion (2.19) define la llamada contraccion de indices, que se traduce en la suma de las
componentes involucradas sobre los valores que pueden adoptar los indices,

p(A) = Al'p, = A%po + Alp1 + A%py + A’ps. (2.20)

Aunque veremos que la contracciéon de indices esta relacionada con el producto escalar,
aqui pareceria que no se trata de lo mismo, pues p es una funcién lineal, no un vector. Por
el momento, lo importante es notar los signos (todos positivos) y también la posicion de
los indices empleados en la suma (uno arriba y otro abajo). Los indices repetidos que se
contraen desaparecen en el resultado final, por lo que frecuentemente también son llamados
indices mudos. Es evidente que la eleccion del simbolo asociado al indice mudo es indife-
rente, por lo que puede sustituirse siempre y cuando el cambio ocurra en los dos lugares
en donde aparece y el nuevo simbolo no aparezca en alguna otra parte de la expresion.

Ahora determinemos cémo cambian las cantidades p,, bajo difeomorfismos. Para lograr-
lo, siguiendo la definicion de p,,, esta vez tomamos la accién de p sobre el vector base e,
afectado por A,

Py = p(eul) = p(A”M/eV) = A”u/p(e,,) = A”M/pl,. (2.21)
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Encontramos que las cantidades p,, se transforman como los vectores base, siguiendo la
regla

pp =Ny, (2.22)

es decir, inversamente a como las componentes de un vector lo hacen. Empleando este
resultado, es directo comprobar que la contraccion de indices (2.20) es, por definicién, un
escalar y, por lo tanto, un invariante bajo difeomorfismos e invariante de Lorentz:

Au/pl/ — (A”IVAV)(Apu’pp)

— AP AR AV

= AT A", ATp, (2.23)
=00 A"p, = APp,

= A'up,u:

donde aplicamos la expresion (2.18) en la tercera igualdad y sustituimos el indice mudo p
por pu en el dltimo paso.

Dado que el conjunto de funciones de un espacio vectorial al conjunto de los reales
forman un espacio vectorial, es posible afirmar que p es un objeto similar a un vector,
pero que, segun (2.20), es afectado inversamente por los difeomorfismos. Tales objetos son
conocidos como 1-formas.? Por lo tanto, los niimeros pp definidos en (2.19) se interpretan
como las componentes de una 1-forma.

En este texto, para evitar confusiones y poder distinguir entre un vector V = Ve, y
una 1-forma cuyas componentes sean V,,, empleamos la notacion V', tal que

Viey) =V,. (2.24)
En esta notacion, (2.19) puede ser reescrita como
p(A) = Af'p,,, con p, = pley) - (2.25)

Como los vectores, las 1-formas construyen un espacio vectorial, por lo que se puede
definir una base {wW"} para ellas, tal que

p = put, Py €R. (2.26)
Por consiguiente, encontramos que

p(A) = put(A) = puw*(A’e,) = p A" (ey) (2.27)
= puAl,

2Historicamente, las 1-formas también han sido llamadas vectores covariantes, pero aqui evitaremos ese
lenguaje.
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donde usamos (2.25) en la tltima igualdad. Es decir, p,A* = puA’wH (e, ), lo que implica
wh(e,) =t , w,v=0,...,3. (2.28)

Esta es precisamente la definiciéon de la base de un espacio vectorial dual al espacio de
vectores; es decir, las 1-formas p, w,... son vectores duales.

La relacion (2.28) aplicada a los vectores base (2.9) conduce a la base del espacio dual
dada por

(:30 = (1)07070)3

al - (0) 1)O>0)7 (2 29)
a? = (070) 1)0)7 '
a?} = (070707 ]-)7

la cual, a pesar de su forma constante, depende del marco de referencia. Esta forma de
los wvectores duales base (asi como los vectores base {e,} de la ecuacion (2.9)) representa
la eleccién mas sencilla de la base del espacio-tiempo de Minkowski, pero otras elecciones
también son validas. Particularmente, si aplicamos un simple cambio de coordenadas, las
expresiones de los vectores y 1-formas en términos de sus bases contintian siendo vélidas,
aunque sus componentes y los vectores base adquieren formas muy diferentes. Lo mismo es
cierto para otros difeomorfismos que modifiquen la geometria del espacio—tiempo original.

Es importante hacer notar que, debido a que tanto las componentes de un vector como
las de una 1-forma (o vector dual) son ntimeros reales, un conjunto de 4 valores no tiene
un significado definido a menos de que se indique a qué tipo de vectores pertenecen.

Veamos ahora como se transforman los vectores duales base bajo un difeomorfismo
arbitrario A. Empleando (2.26) y (2.21), tenemos
]34 = pu’a}ul = Al/u’pua'u/- (230)

Imponiendo la invariancia relativista p,w" = p,w" , concluimos que

& =AY pi”. transformacion de vectores duales base (2.31)

La ecuacion (2.31) representa la transformacion bajo difeomorfismos de las componentes
de los vectores duales base. Notamos que siguen las reglas de transformaciéon de las com-
ponentes de vectores.
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2.1.3. Gradiente de una funcién

Suponga que la trayectoria de una particula esta descrita por la funcién escalar® para-
métrica ¢(7), donde 7 es el tiempo propio introducido en la seccion 1.4. Como z# = z#(1),
entonces ¢ puede interpretarse como un campo (escalar) del espacio-tiempo descrito por
las coordenadas {z*},

o(1) = gla#(7)].

La derivada paramétrica de ¢ esta dada por

d¢ _ 94 da® 0¢ du' 9 da®  0¢ da?
dr 920 dr 9zl dr 022 dr  9x3 dr
—~— —~— ~—~— —~—
=0 —yt —y? —us

= (a,u¢>Uu I

donde U = (U*) es el vector de 4-velocidad definido en la seccién 1.7. Las derivadas codi-
ficadas en (0,¢) pueden considerarse como las componentes de una 1-forma d¢ que toma
do

el vector U y devuelve el escalar 3-, denominada 1-forma gradiente. Las componentes de

la 1-forma aqb son comunmente denotadas de varias formas equivalentes que emplearemos
en este texto:
¢

(a¢)u = auﬁb = Qb,u = @

Entre estos, ¢, es de particular utilidad para simplificar mucho la notacion en relatividad.

(2.32)

Por tratarse de las componentes de una 1-forma, las componentes de H¢ se transforman
de acuerdo a (2.21) como

@b,u’ = Ayu’¢,u ) (2.33)

donde A representa cualquier difeomorfismo. Por lo tanto, podemos reescribir (2.33) tam-
bién como

09 0x¥ 09
S = oxH Oz dxv
Directamente de (2.32), vemos que las componentes de la 1-forma gradiente para ¢(7) =
x#(T) son

(2.34)

~ or*
(@#), = at, = 52

Comparando con la ecuacion (2.28), podemos identificar las 1-formas base

= 5. (2.35)

ot = da*, 1-formas o vectores duales base (2.36)

3En general, una funcion escalar es aquélla que para cada punto de un cierto espacio asigna un valor
real, es decir, para un espacio X% de N dimensiones es una funcién de XV — R.
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las cuales forman una base completa del espacio de vectores duales. Se obtiene que, para
cualquier funcién escalar ¢, podemos escribir la 1-forma gradiente en esta base como
¢

d¢ = (d¢),dat = %ax“, (2.37)

que tiene la estructura usual para los diferenciales de funcionales.

A partir de este resultado, recordando que la base {e,} es dual a {&wH} y satisfacen
(2.28), encontramos que los vectores base pueden expresarse como

ep=Ia ¥ vectores base (2.38)

2.1.4. Tensor métrico

La definicion del producto escalar (2.3) que hemos aplicado hasta ahora puede describir-
se formalmente en términos de los vectores base. Considere dos vectores en el espacio—tiempo
de Minkowski, tales que

A-B=(Afe,) (B’e,) = A"B’e, - ¢,

1 (2.39)

= A'B"n,,.
Esto implica que en cualquier marco de referencia inercial de la relatividad especial las
componentes de la métrica pueden obtenerse mediante el producto punto de los vectores
base,

Nuv = €y €y (240)

La métrica n establece una regla para relacionar dos vectores A y B con el escalar A- B,
llamado producto escalar. Proponemos entonces que 7 es una funcién cuyas entradas son
dos vectores y cuyo resultado es el producto escalar de estos. Claramente, esta funcion es
bilineal (lineal en ambas entradas). Ademaés, de acuerdo a (2.40), al aplicar 1 sobre los
vectores base, obtenemos las componentes 7, de . Como veremos en la seccién 2.1.7, una
funcién multilineal del espacio de vectores a los reales, como esta, es llamada tensor. Por
lo tanto, 1 es un tensor llamado tensor métrico de Minkowski.

Frecuentemente, la expresion (2.40) da la impresion de que el producto punto del lado
derecho de esa ecuacién es el producto escalar habitual en coordenadas Cartesianas. Eso
es incorrecto. La razon es que los vectores base {e,} habitan en el espacio-tiempo de
Minkowski, y son los mismos en cualquier punto del espacio-tiempo, como consecuencia
de la constancia de la métrica y los vectores base. Por lo tanto, el lado derecho de (2.40)
debe leerse como e, - €, = 145 €,“ e, .
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El producto escalar determinado por la métrica de Minkowski no es positivo-definido
y, en consecuencia, la métrica tampoco lo es. En el espacio-tiempo que nos es familiar,
se dice que la métrica es no-degenerada® con signatura (3,1). En nuestras convenciones,
la signatura de la métrica cuenta el nimero de sus eigenvalores negativos y positivos,
respectivamente. Las métricas no-degeneradas que tienen sélo un eigenvalor positivo son
llamadas métricas Lorentzianas. Por lo tanto, la métrica de Minkowski y cualquier otra que
busque reproducir observaciones como las de nuestro espacio—tiempo son Lorentzianas.

Hasta ahora, s6lo hemos hablado de espacio—tiempo plano con la base especial elegida

n (2.9). Sin embargo, incluso en espacio plano, otras bases son posibles. En esos casos,

las componentes del tensor métrico no son las de la métrica constante de Minkowski, pero

deben satisfacer relaciones similares a (2.39) y (2.40). Proponemos que la generalizacion de

7 es un tensor métrico g que toma dos vectores expresados en alguna base {e,} y devuelve
su producto escalar,

g(A,B)=A-B. (2.41)

Exigimos adicionalmente que g sea bilineal, es decir, que sea lineal en ambos parametros:
g(aA+ B,C +dD) = ag(A,C) + g(B,C) + adg(A, D) + dg(B, D), a,deR, (2.42)

para los vectores A, B, C'y D.

El tensor métrico general g es compatible con (2.40) si sus componentes g, estan dadas
por los valores escalares que adopta cuando es aplicado a los vectores base {e,},

Gy = 3@ @) = @ < & componentes del tensor métrico (2.43)

Esta expresion es una indicacion de que, dependiendo de la base elegida, el producto es-
calar adopta distintas estructuras. Pero también es posible concebir que la base {e,} no
corresponda a un espacio—tiempo plano, es decir, que los vectores base no puedan ser
relacionados con la base de Minkowski (2.9) por medio de difeomorfismos (cambios de
coordenadas) idénticos en todos los puntos del espacio-tiempo generado.

Nuevamente, es preciso hacer un paréntesis para explicar el significado del lado derecho
de (2.43). A partir del hecho de que el producto escalar es invariante bajo difeomorfismos,
el producto de dos vectores expresados en la base de Minkowski con coordenadas 2 puede
ser relacionado al producto de esos mismos vectores en un espacio—tiempo con coordenadas
x# arbitrarias mediante

oz Oz u

A-B=nygAYB =n0AY A APBY = 5 —— v
Mo’ Mol i v '8 5 i D (2.44)

= gwA'B" = A-B,

“Una métrica g no-degenerada satisface que, si g(A, B) = 0 VB, entonces A = 0. Esta es una condicién
mas débil que la positividad requerida en espacios mas comunes, como el Euclideo.
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donde AY u = oz /Ox* denota las componentes del difeomorfismo que permite transi-
tar del espacio de Minkowski al espacio con coordenadas z*. Esta expresion conduce a
identificar las componentes de la métrica del espacio—tiempo como

dx® 9z
g/“’ = na/ﬁlww 5 (245)
que coincide con (2.43) solo si los vectores base del nuevo espacio {e,} son expresados en
las coordenadas Minkowskianas, tal que

’
o BIL‘OC

e, = )
i oxH

(2.46)

Con esta informacion, a partir de la expresion de los vectores en términos de los vectores
base (2.11), encontramos que se satisface

A-B = g(Ate,,B"e,)
= A"BYg(eu, en) (2.47)
= A"BYg,,
para dos vectores arbitrarios A y B definidos en cualquier sistema de coordenadas y un
espacio arbitrario. Es decir, (2.47) es la expresion més general del producto escalar y se

transforma en (2.3) en un espacio de coordenadas Cartesianas, cuyos vectores base son
elegidos como en (2.9).

Dado que el producto escalar es una operacién conmutativa, vemos que, a partir de la
definicion del tensor métrico (2.41), se satisface que

g(A,B)=A-B=B-A=g(B,A), (2.48)

es decir, el tensor métrico es simétrico bajo el intercambio de sus entradas. A partir de esta
relacion, es posible establecer que las componentes del tensor métrico son simétricas bajo
el intercambio de indices, es decir,

Guv = Gup (2'49)
lo cual se verifica trivialmente cuando g = 7.

Dado que el tensor métrico define un producto escalar en un determinado espacio—
tiempo (o un espacio) coordenado, como discutimos en la seccion 1.9.3, permite establecer
la forma de medir distancias en él mediante el intervalo ds®. Es directo generalizar la
ecuacion (1.111), valida para espacio—tiempo plano en coordenadas Cartesianas, a

ds? = dz - dz = g, doida”, (2.50)

valido en cualquier sistema coordenado. Es decir, dado un intervalo, es posible determinar
las componentes de la métrica, y viceversa. Por esta razon, es frecuente que coloquialmente
se confunda al intervalo con la métrica, aunque sean conceptos diferentes.
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2.1.5. El papel del tensor métrico

Mas alla de ser una herramienta para calcular el producto escalar entre vectores de-
finidos en un determinado espacio—tiempo, el tensor métrico tiene un papel crucial en la
relacién entre vectores y 1-formas. Para describir esta propiedad y justificar la notacion
introducida en (2.4), definamos una 1-forma A, tal que

A(B)=A- B, (2.51)
cuyas componentes son, en general,
A, = Z(eu) =A-e, =A%, -e,=A", €)= guA”,

donde hemos empleado (2.43) en la ultima igualdad. De esta forma, obtenemos la expresion
Ay = G A (2.52)

valida particularmente cuando g = 7, caso en el que recuperamos (2.5).

Recordemos que las componentes del vector dual A son A, y las del vector A son AH.
Esta expresion, por lo tanto, indica que el tensor métrico g establece el mapeo del espacio
de vectores, con base {e,}, al espacio de 1-formas, con base {w"}, dado por

A=Ave, v g, AYGH = A. (2.53)

Este mapeo entre vectores y vectores duales puede interpretarse como el mapeo entre los
vectores base y los vectores duales base dado por

ey Vs gyt (2.54)

donde hemos empleado la simetria del tensor métrico (2.49).

Por otra parte, dado que el espacio de vectores duales es un espacio vectorial, es igual-
mente posible definir un producto escalar entre 1-formas. Con este fin, propongamos que
existe un_tensor g que, a diferencia de los tensores empleados hasta ahora, toma dos 1-
formas, A y B, y arroja como resultado su producto escalar; es decir,

G(A,B)=A-B=A,B,g@"&")

= AuBL " 2

en donde, siguiendo la discusion alrededor de (2.47), hemos definido las componentes del
tensor métrico en el espacio de 1-formas g por medio de su accion sobre los vectores duales
base. Repitiendo nuestra discusion previa, podemos obtener el analogo a (2.52),

AP =G A, (2.56)
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que mapea 1-formas a vectores. Este mapeo se puede interpretar ahora como la relacién
entre las bases establecida por

o s Gle, . (2.57)
Para encontrar la relacion entre g y g, podemos mapear un vector arbitrario A a su
dual A mediante la accion del tensor métrico g, y luego mapear A a A mediante g:

Ave, +Ls AY gyt N A’ guug"%eq - (2.58)

La ultima expresion debe coincidir con A = A¥e,, por lo que obtenemos que g esté relacio-
nado con el tensor métrico g mediante

Guug"™ =6, , (2.59)

es decir, en términos matriciales, § = ¢!, por lo que frecuentemente es llamado el tensor

métrico inverso o el inverso de la métrica. Es preciso aclarar que ¢—' no es el inverso de
g en el sentido de que tome nimeros y arroje un par de vectores (como esperariamos de
la inversa de la funcion bilineal g), sino que, al contrario de g, g~' mapea 1-formas en
vectores. Asi, para un vector arbitrario A, encontramos que

g 7 g}
AV A8 A (2.60)

Pragmaticamente, observamos a partir de (2.52) que el tensor métrico tiene la funcion
de bajar indices. Con este razonamiento, podemos actuar dos veces con el tensor métrico
sobre ¢g~! para bajar sus indices,

gaugﬁug'uy = gauég = 9a8 (2'61)

en donde hemos empleado (2.59) en la primera igualdad. Es decir, la doble accion del
tensor métrico sobre g—!
aun mas: podemos denotar las componentes del tensor métrico inverso como g””. En esta
notacion, (2.56) se simplifica a

conduce al tensor métrico. Esto motiva simplificar la notacion

Al =g A, (2.62)

es decir, el tensor métrico inverso tiene la funciéon de subir indices. Ademas, podemos
reescribir (2.59) como

Gl = & - (2.63)

Consideremos ahora el tensor métrico de Minkowski, cuyas componentes son (1,,) =
diag(1,—1,—1,—1). Dado el vector A = (A", A', A%, A%)T las componentes de la corres-
pondiente 1-forma son

A= (nuA”) = (A% - AL, - A2, - A%)

(2.64)
= (Ao, A1, As, A3).
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Es decir, en el espacio-tiempo de Minkowski expresado en la base (2.9), las componentes
espaciales de una 1-forma coinciden con las componentes espaciales de su correspondiente
vector, salvo por que el signo es opuesto. Lo mismo es cierto sobre las componentes del
vector si las componentes de la 1-forma son conocidas, dado que estan relacionadas por la
métrica inversa representada por la matriz (n*) que coincide con la matriz de componentes
de la métrica (1,,). Por ejemplo, consideremos la 1-forma gradiente de un campo escalar
aqﬁ, cuyas componentes, de acuerdo con (2.32), estan dadas por

0

Ozt

(dg)u =

Por lo tanto, las componentes del correspondiente vector estan dadas por

o 9 9 9\
dov =t = | — — =~ 7 2.65
@0 =00 = (5o ) & (2.65)
que coincide con (y justifica) nuestra propuesta de 4—vector gradiente (1.154) de un campo
escalar ¢.

A partir de la definicion de producto escalar entre vectores (2.47) y de la relacion (2.52),
obtenemos

A-B = g, A'B" = A¥(g,,B") = A'B,, (2.66)

= (gVMA“)BV = AVBV = AMBN, '
confirmando la expresion (2.4). Esto significa que el producto escalar entre dos vectores se
expresa como el producto de las componentes de uno de los vectores con las de la 1-forma
asociada al otro vector. Analogamente, empleando (2.55) y (2.62), llegamos a

A-B=g"A,B, = A"B, = A,B", (2.67)

de donde concluimos que A-B=A-B.

2.1.6. La base del tensor métrico

Como mencionamos en la seccién 2.1.4, g es un tensor por tratarse de una funcion
lineal en sus entradas que toma vectores y devuelve escalares (nameros reales). Bajo esta
definicién, una 1-forma también es un tensor. La diferencia radica en el nimero de vectores
que reciben y, por lo tanto, en su nimero de componentes: una 1-forma acepta un vector
mientras que el tensor métrico acepta dos.

Por otra parte, sabemos que las 1-formas forman un espacio vectorial con base {w"},
de forma que si A y B son 1 —formas, entonces A+ B y aA con a € R, también lo son y
sus componentes estan dadas por expresiones similares a las de los vectores, (2.6).
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Es posible extender el espacio vectorial de las 1-formas, mediante la introduccion del
producto tensorial (o exterior) ®. Si llamamos V al espacio vectorial de las 1-formas,
entonces el producto tensorial V ® V también es un espacio vectorial, cuya base esta dada
por el producto de las dos bases, es decir, por los elementos denotados como {wt @ w"}.
Por lo tanto, si A y B son 1 —formas, su producto tensorial se expresa como

A®B= (A" @ (B,&") = AB, " 93" (2.68)

y es un elemento del espacio Ve V.

Considerando que V' y W son dos vectores, la accién de A®Benla pareja de vectores
(V, W) esta dada por o B B
A B(V,W)=A(V) B(W). (2.69)

Primeramente, notamos que el producto tensorial es una operacién no conmutativa, pues
B® A(V,W) = B(V) AW) # A(V) B(W). (2.70)

En segundo lugar, y de particular importancia para nuestra discusion, es facil convencerse
de que A ® B es una funci6n bilineal que toma dos vectores y arroja el producto de los
escalares A(V) y B(W), es decir, A® B es un tensor. Ademas, podemos concluir que el
tensor A ® B y el tensor métrico son elementos del mismo espacio vectorial Ve V.

Esta observaciéon es muy importante. Quiere decir que el tensor métrico puede expre-
sarse como

9= g @w" (2.71)

con sus componentes dadas por g, = g(eu,e,), como se puede verificar trivialmente em-
pleando la relacion entre las bases del espacio vectorial y su dual (2.28). Recordando ahora
que los tensores son invariantes y que los vectores duales base se transforman bajo un
difeomorfismo arbitrario de acuerdo a (2.31), notamos que

S By ’ r ~ ! ~ ~
q = Guv' o oY = gM,V,A# oA ﬁwa QP = o TP = q, (2.72)

y, por lo tanto, las componentes del tensor métrico también se transforman no trivialmente
de acuerdo a

dz® dxP

Guv' = Zo7 57 9as transformacion de la métrica (2.73)

ante cualquier difeomorfismo. Notamos que la expresion (2.45) que relaciona la métrica
de Minkowski con alguna otra métrica es un caso particular de esta propiedad del tensor
métrico.
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De nuestra discusion, es evidente que el tensor métrico no puede ser el tnico elemento
en el espacio V ® V. Podemos concebir que existen varios objetos ¢t de la forma

t=t,w'w, (2.74)
donde ¢, corresponde a las componentes de ¢, dadas por
tuw =t(ey, ). (2.75)

Como el resultado (2.73) no depende de las propiedades especificas del tensor métrico, estas
componentes deben transformarse bajo difeomorfismos arbitrarios siguiendo la misma regla,
es decir,

oz OxP
t#’u’ = WW af - (2'76>
Aunque t debe considerarse como una funcién que toma dos vectores y regresa un esca-
lar, sus caracteristicas especificas dependen de las propiedades de la matriz de componentes
(tuw). Por ejemplo, a diferencia del tensor métrico, las componentes de ¢ podrian satisfacer
la relacién antisimétrica ?,, = —t,, o no respetar ninguna relacion de simetria. En este
altimo caso, siempre es posible separar las componentes en dos partes:

» simétrica ante intercambio de indices, ¢(,,) = t(,u), ¥

= antisimétrica ante intercambio de indices, t[,,) = —t[,,
tales que
ty = t(;w) + t[/W] . (2.77)

Las componentes simétricas pueden obtenerse a partir de las componentes arbitrarias de
t, mediante el proceso de simetrizacién expresando por

44

1
) E[t“y + tuy]- (2.78)

De forma similar, podemos antisimetrizar las componentes de ¢t mediante

1

t[,uu] = a[tuu - tu,u]. (279)

2.1.7. Tensores de rango (M, N)

En la seccién 2.1.2, introdujimos las 1-formas como funciones lineales que aceptan vec-
tores y devuelven escalares. Similarmente, el tensor métrico, introducido en la secciéon 2.1.4,
es una funcion bilineal que acepta pares de vectores y devuelve el producto escalar de éstos.
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Ademas, tanto las 1-formas como el tensor métrico son invariantes bajo difeomorfismos,
tales como un cambio de coordenadas o una transformacion de Lorentz, pese a que sus com-
ponentes si son alteradas por las transformaciones. Otra propiedad en comun es que las
componentes de las 1-formas y del tensor métrico se obtienen de su accién en los vectores
base {e,}. Finalmente, notamos que la base del tensor métrico es el producto tensorial de
los elementos base de las 1-formas. Estas similitudes revelan que ambos objetos pertenecen
a una clase grande de estructuras conocidas como tensores.

Como generalizacion, un tensor puede ser considerado una funciéon multilineal que toma
N vectores y arroja algiin escalar. Estos tensores son elementos del espacio VN = Vg ®V
donde V es el espacio generado por las 1-formas base y IN se conoce como el rango de los
tensores. Notamos que, en este sentido, una cantidad escalar es un tensor de rango 0.
Las componentes t,,,... de un tensor t arbitrario estarian dadas por su aplicacion sobre
los vectores base, t(ey, €y, €p,...). El nimero de componentes de los tensores depende del
rango del tensor y de la dimensionalidad del espacio V en el que son definidos. En 4
dimensiones, un tensor de rango N tiene 4V componentes. Por ejemplo, un escalar tiene
49 = 1 componente, una 1-forma tienen 4' = 4 componentes, y un tensor de rango dos,
como el tensor métrico, tiene 42 = 16 componentes, aunque no todas sean independientes
debido a sus relaciones de simetria.

Por otra parte, como el espacio de vectores V comparte muchas propiedades con su dual,
el espacio de 1-formas \7, no es dificil concebir que los vectores también son un tipo de
tensores, y que éstos pueden generalizarse. Recordemos, por ejemplo, que el tensor métrico
inverso ¢g~! es una funcion lineal que acepta 1-formas y devuelve el producto escalar de
éstas, como es evidente de (2.55). También ahi es evidente que las componentes gh” de
este tensor se obtienen de la accién del tensor métrico inverso sobre las 1-formas base,
g~ 1(@*,@"). En analogia con el caso anterior, podemos considerar que los elementos del
espacio VM son tensores de rango M que toman M 1-formas y devuelven escalares. Si t es
ahora un elemento de VM, sus componentes son el resultado de su accion sobre las 1-formas
base, tF"F = t(wh, 0¥, wP, . ..).

Podemos generalizar la definicién de tensores a objetos multilineales que toman M
1-formas y N vectores, y devuelven escalares,

t(A,B,..;U,V,..) eR. (2.80)
Estos tensores son elementos del espacio VM @ V2l , tales que si t € VM @ VN ,
t= t#l#2-~#MU1V2mVNe#1 X Cuo K- Cuns RWTRW? R ® CNUVN, (281)

y sus componentes se calculan mediante la aplicacién de ¢ sobre las bases de 1-formas y
vectores,

1H2... i ~H1 o TIH2 ~
gk oy = @M W O ey ey, €y ). (2.82)
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Un tensor de este espacio tiene rango (M, N). Estos tensores también son clasificados como
tensores (de tipo) (% ), enfatizando la cantidad de indices de las componentes que aparecen
arriba y abajo.

A partir de la expresion (2.81), empleando la invariancia de los tensores y las trans-
formaciones ante difeomorfismos generales para los vectores base (2.17) y las 1-formas ba-
se (2.31), se puede mostrar facilmente que las componentes de un tensor de rango (M, N)
se transforman bajo difeomorfismos arbitrarios como (ver ejercicio 2.2)

’ ! !
My Ho Hag il V2 VN
bty _ 0z#1 Ox Oxtm Oxt Ox N ox Y

u{z/é...uf\, - Ok Hphz '”813'1‘”\/[ (9.%”1 8xyé '8:1}7/5\7 ViV2..UN "

(2.83)

El papel del tensor métrico y su inversa discutido en 2.1.5 puede generalizarse para

tensores. A partir de (2.52) y aceptando que los vectores son tensores ((1)) y las 1-formas

son tensores ((1)), vemos que el tensor métrico mapea vectores a 1—formas,

=)

Inversamente, (2.62) establece un mapeo de 1-formas a vectores a través de la inversa del
tensor métrico, de forma que obtenemos la relacién entre tensores

<(1)> g <(1)> (2.85)

Para formalizar estos mapeos, dado un vector A y una 1-forma Z, notamos que g(e,, A) =
gleu, A%€,) = AVg(ey, e) = AYgu = A, y, andlogamente, g~ (@, A) = A*. Por lo tanto,

A=gle, A",  A=g @ Ae,. (2.86)

Para tensores (%), podemos emplear que tF1#2HEM,, o e, es un vector (con indice
uq variable y los demas fijos), por lo que, de acuerdo a (2.86),

~a ~a
g(emtm“2 “MV1V2--~VN€M1)W :gaultmuz ”MVle--J/NW (287)

es una 1-forma con componentes (de indice o)

tol2Hm tHIR2 .M

ViV2...UN 3 (288)

es decir, el tensor métrico también baja un indice al actuar sobre tensores generales. Inser-
tando (2.87) en la expresion de un tensor de rango (M, N), hallamos que el tensor métrico
mapea un tensor (A]\/,[) a un tensor (%;11)

G\{) s <%; 11> . (2.89)

Viv...UN = ga#l
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No es dificil convencerse de que la inversa del tensor métrico tiene el efecto opuesto,

(%) i th;) (2.90)

Esta observacion explica por qué es necesario definir los tensores mediante productos ten-
soriales tanto de V como de su dual, V.

La aplicacion repetida del tensor métrico sobre un tensor de rango (M, N) conduce a

la cadena
M\ ¢ (M—1\ ¢ [(M—-2\ ¢ (M-3\ 4
(N>!—><N+1>>—>(N+2>r—><N+3>»—> . (2.91)

Claramente, después de M aplicaciones del tensor métrico sobre el tensor (%), éste se

1

convierte en un tensor ( Mi N). Similarmente, tras N aplicaciones de g~*, obtenemos un

tensor (MarN ) Este resultado nos muestra que un tensor ¢ de rango (M, N) puede ser
transformado a otro equivalente de rango (M’, N'), tal que M’ + N' = M + N por acciéon
del tensor métrico. Por ejemplo, un tensor F' puede ser expresado como tensor de rango
(1,1) 0 (2,0) o (0,2) al permitir la accion del tensor métrico o su inversa.

1

El mapeo entre distintos tensores nos ayuda a determinar lo que g~ * es en términos

tensoriales. Si aplicamos dos veces g a las componentes ¢*? de g~!, obtenemos

Juv = guaguﬁgaﬁ- (2.92)
Entonces, ¢*? son las componentes de un tensor (3) Adicionalmente, notamos que

guagaﬁ = guﬁ‘ (293)
Sin embargo, como ¢*? son las componentes de la inversa de g, con componentes 9aps

entonces

9. =0l (2.94)

Por otra parte, asi como las componentes de un tensor de rango (0,2) puede ser sepa-
radas en simétricas y antisimétricas de acuerdo a (2.78) y (2.79), podemos encontrar un
método de hacer lo mismo con tensores arbitrarios. Para lograrlo, podemos reescribir (2.78)
como

1 1
t(#luz) = g(tuluz + tuzul) = 91 Z tua(l)ug@)a (2.95)
' ) €Y

donde o es un elemento del conjunto de permutaciones de los elementos y X9 = {(1,2), (2,1)},
lo que implica que, por ejemplo, para el segundo elemento de Y9 debemos tomar o(1) =
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y 0(2) = 1. Generalizando para tensores de distintos tipos, tenemos

1
rango (0, N) : Cpnpa.un) = N1 Z t#g(nua(z)--#a(m’ (2.96)
’ O'EZN
rango (M,0): ke ) — % Z thia (1o (2)-Ho (M) (2.97)
’ UEEM
) (papa...penr) _ 1 Ko1)o (2)-+Ho (M)
rango (M, N) = 700 ) = NIM! Z Z t Vs Va(z)-van - (2-98)

o€X N CEXN

Por ejemplo, la porcion completamente simétrica de un tensor ¢ de rango (2,2) es

1
t(w)(aﬂ) = 31 (H g + 7 o + 7 g + 170 5,) . (2.99)

Adicionalmente, es posible simetrizar un tensor tinicamente con respecto a algunas de sus
componentes, aplicando una expresion similar. Por ejemplo, si se desea simetrizar s6lo p de
los indices superiores y ¢ de los inferiores de un tensor de rango (M, N), las componentes
del nuevo tensor estan dadas por

t(#wzmﬂp)#erlm#M _ L Z Z t#a(l)#a(z)~~#a(p),up+1muM (2‘100)

(viva..vg)Vg41...UN p!q! Vg(1)V5(2)Va(q)Vat1- VN
o€y 0EY,

en términos de las componentes del tensor t.

De forma similar, es posible también obtener expresiones para la porcién antisimétrica
de un tensor arbitrario. Reescribimos primero (2.79) para un tensor de rango (0,2) como

1 1
Uprpa] = j(tmm — ) = 2 Z SE0(0 )y, (1) 2y (2.101)
’ Toex,

donde, para cualquier niimero de elementos,

sen(c) — +1 permutaciones pares (nim. par de permutaciones), (2.102)
& | -1 permutaciones impares (nim. impar permutaciones). ’
Generalizando este resultado para tensores de rango (0, N), obtenemos
1
Hussizein] = 37 D 8O o1y ttra) bt (2.103)

cEXN

Entonces, las componentes completamente antisimétricas de un tensor de rango (M, N)
estan dadas por

1 ~\ Mo (1) Ho(2) Ko (M)
glrike “f‘gjwmym = N1 Z Z sgn(o)sgn(@)t 7 e sy - (2.104)
o€X N TEXN
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Y el analogo antisimétrico de (2.100) es
(1 12 pop) b1+ fi0s 1 o Ho (1) o (2) -+ Ho (p) Hp+1--- M
t [uluz..z.)uq]uqﬂ...uN ~ ol Z Z sgn(o)sgn(o)t VE(1)V5(2) V5 (q)Vat1-VN * (2.105)
T oer, Fex,

También es posible combinar la simetrizaciéon y antisimetrizaciéon de las componentes
de un tensor. Por ejemplo, considere un tensor R de rango (2,2). Simetrizando los dos
indices superiores y antisimetrizando los dos inferiores, obtenemos

1

Rv) (08 = 5157 (

R’Wag — R’Wﬂa + Ryuag — Ryuﬁa) . (2.106)

2.1.8. Algebra tensorial

Los espacios vectoriales (sobre el campo de los reales) V de vectores y su dual V de
1-formas, ambos dotados del operador + que permite sumar elementos dentro de cada
espacio, constituyen los espacios base para la construccién de tensores més generales si
adoptamos el producto tensorial ® definido en 2.1.6. Con estos ingredientes, los espacios
VRV, VRV, VeV, VRV®V, etc. contienen, como elementos, tensores de distintos rangos. El
conjunto de todos estos tensores dotado del producto tensorial define el dlgebra tensorial,
que es asociativa y distributiva bajo el producto tensorial ® y bajo la suma + en cada
subespacio vectorial.

Los tensores del algebra tensorial admiten las siguientes operaciones:

» Suma + de tensores del mismo rango. Si A’y B son tensores de rango (N, M), entonces
t = A+ B es también un tensor de rango (N, M) y sus componentes estan dadas por

the, = At 4 BRy, (2.107)

» Producto exterior ® entre tensores. Si A es de rango (M, Ni) y B es de rango
(M, N3), entonces t = A ® B tiene rango (M; + Ms, N1 + N3) y sus componentes
son

IEENT3Y, ai..apy L AML-p ai..apy
13 2PN 251---,31\72 =A 1V1~--VN1B 2 8.

) By (2.108)

es decir, consiste en la yuxtaposiciéon de las componentes del tensor original. Frecuen-
temente, en la literatura t = AB se interpreta también como el producto tensorial.

= Contraccion. La definicion formal se trata del emparejamiento natural de las compo-
nentes de un tensor en un subespacio V con sus componentes en el subespacio dual
V. Esta intrincada definicién se expresa en la practica como la suma de indices repe-
tidos (uno superior y otro inferior) de un mismo tensor. Si A es un tensor de rango
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(M, N), la contraccion de las componentes en el p-ésimo subespacio V con las del
q-ésimo subespacio V se expresa como

Hi--Hp—1Hp+1--- M — M1 -Hp—1Cfp41---[NM
t P P Vi...Vq—1Vq+1VN — A P P V1..Vqg—1QVg4+1VN (2109)

donde ¢ es un tensor diferente de rango (M — 1, N — 1) debido a que el indice « ha
desaparecido (ha sido contraido).

Notemos que la contraccion y el producto exterior conducen al producto interior.
Sean A y B un vector y una 1-forma respectivamente. Entonces t = A ® B es de
rango (1,1) y componentes t#,, = A" B,,. Si contraemos los indices,

th, = A"B,, (2.110)

entonces el resultado tiene rango (0,0), es decir, es un escalar.

2.1.9. Gradiente de un tensor en espacio—tiempo plano

En la seccién 2.1.3 hemos determinado que el gradiente de un campo escalar arbitrario
¢(z#*) es la 1-forma N N

a6 = (dg)", (2.111)

donde las componentes (5¢) . estdn dadas por (&b) p=Gu = 6‘% = 0,¢. Si consideramos

que la funcion escalar ¢ es un tensor de rango (0,0), podriamos proponer que la operacion
gradiente d es tal que incrementa el rango en una unidad, es decir

<8> KN <(1)> (2.112)

Esta idea puede aplicarse a tensores. Consideremos un tensor arbitrario ¢, tal que
t=thhz i N e, ey, QW RW? R QWN. (2.113)

Consideremos adicionalmente que los vectores y 1-formas base estan dados, respectivamen-
te, por las bases constantes (2.9) y (2.29), validas solo en el espacio-tiempo de Minkowski.
El gradiente de t es entonces

~ ~ M N
dt = (dt)a @@* =t 0@ 0" = (th'““Mm...uN,a @ ey, 1@”1‘) ® &%, (2.114)
1= ]:

porque e,, y w" son constantes por lo que e,, o = 0 = W 5. En un espacio-tiempo
diferente o en otra eleccién de coordenadas, como veremos en la secciéon 2.4, los vectores
base pueden no ser constantes y entonces la ecuacion (2.114) contiene elementos adicionales.
En el simple espacio-tiempo de Minkowski, obtenemos

~ M N
dt = tmuQ"'uMuwz...uN,oc ‘®1 Cui ,®1 W ® aa’ (2‘115)
i= Jj=
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de donde observamos que el gradiente dt de un tensor ¢ de rango (M, N) es un tensor
de rango (M, N + 1). De manera similar, vemos que d?t = d(dt) es un tensor de rango
(M, N + 2) y la n-ésima aplicacion de d sobre ¢ resulta en un tensor de rango (M, N + n).

Por ejemplo, si el tensor al que deseamos calcular el gradiente es el vector A = Afe,,
obtenemos

dA = (A" je, 4 Ale, o) © 0% = AF he, © B (2.116)
donde hemos empleado las definiciones
oA+ Oe
Al = 0= p= = 2.11
T Qxe e = Pa 0 (2.117)

en el espacio—tiempo de Minkowski.

2.2. Ecuaciones de Maxwell en relatividad especial

Como destacamos en la secciéon 1.11.1, uno de los aspectos més relevantes de los tensores
es que, dado que son invariantes bajo difeomorfismos, entonces la fisica expresada en tér-
minos tensoriales es invariante particularmente bajo transformaciones de Lorentz, es decir,
es universal para todos los observadores inerciales. Pero es mas. Dado que otros difeomor-
fismos incluyen no soélo transformaciones de coordenadas, sino también deformaciones del
espacio-tiempo, como veremos a partir de la seccién 2.5, la fisica expresada en términos
tensoriales también es invariante en marcos de referencia acelerados, lo que conducira a
la relatividad general. Habitualmente, a la expresiéon de la fisica en términos tensoriales
le llamamos notacion covariante. Si un formalismo no puede escribirse en esta notacion,
entonces no es compatible con la relatividad. Comenzaremos nuestra discusiéon de la fisica
en notaciéon covariante con la formulacion de las ecuaciones de Maxwell.

El primer paso para reescribir las ecuaciones clave del electromagnetismo es escoger un
conjunto de unidades. Nosotros elegimos unidades Gaussianas o cgs, donde las ecuaciones
de Maxwell en el vacio y con fuentes estan dadas por

10FE 4

V- E = 47p, VxB:fa—%—jj,
c Ot c

V.B=o, vxE--L98 (2.118)
c Ot

y la fuerza de Lorentz se escribe como

f—q<E+u>;B>, (2.119)

donde E y B son el campo eléctrico y magnético, respectivamente, y p y § son sus fuentes,
la densidad de carga y la densidad de corriente.
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La fuerza de Lorentz describe el movimiento de una particula, con carga eléctrica q y
velocidad local u, a causa de los campos. La carga ¢ es un escalar y, por lo tanto, invariante
relativista.

2.2.1. Fuerza de Lorentz y ecuaciones de Maxwell

Vemos que f depende de %u, por lo que una primera conjetura es que el vector de
fuerza de Lorentz f debe de ser proporcional al vector de velocidad, 2U. Ademas debe
haber un segundo tensor para agregar la accién del campo. Debido a que U es un vector
y f también, el segundo tensor puede ser de rango (1,1) y debe presentarse la contraccion
de algtn indice. La eleccién mas natural, en términos de las componentes, es entonces

fr=dpm . (2.120)
C

Notemos que el indice v del lado derecho se contrae y el tnico indice libre es u en ambos
lados. La introduccion del tensor F' de rango (1,1) permite que f tenga la estructura

correcta. Ahora, veamos que, como ptp, = m?c?, entonces
d dp
0= 'pu) =2 —pu =2f"pu =2f'mU, = U, =0, (2.121)

donde hemos empleado (1.66) y (1.67). Aplicando el tensor métrico para bajar y subir indi-
ces sobre (2.120) y (2.121), expresando F' ahora como un tensor de rango (0, 2), obtenemos
JuU" =0 = F,U"U" =0. (2.122)

Dado que F,, U"U* = F,,U*U" y que U'U" = U"U*, podemos descomponer (2.122) en
dos partes como

1

SUMUY(Fu+ Fy) =0 <= Fu=—-Fy (2.123)
Este resultado significa que el tensor F' es antisimétrico. A F' se le conoce como el tensor
de Faraday.

Una eleccién del tensor de Faraday en representacion matricial que conduce a la fuerza
de Lorentz como la conocemos es (ver ejercicio 2.7)

0  EQ1) E2 E@3)
_|—EQ) 0 =B@3) B()
(Fuw) = _EB©) B@) o —B) | (2.124)

“E@3) -B(2) B1) 0

donde E(i) y B(i) son los campos eléctrico y magnético en la direccién ¢ con i = 1,2, 3.
Evitamos usar la notaciéon FE7,... para no confundir £ con un tensor, ya que E y B son
sblo vectores tridimensionales. Es facil mostrar que las componentes espaciales de f,

fi= %FmU“, (2.125)
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determinan la fuerza de Lorentz habitual. Es util notar que la version de F' de rango (2,0)
tiene componentes ligeramente diferentes:

0 -—E1) -E(2) -E@3)
(1) 0 =B B(2)
(2)  B@3) 0 —-B(@)
(3) —B(2) B(1) 0

FW = qptenPEs = (FM™) = (2.126)

E
E
E
Por ejemplo, E(1) = —F% = Fy; mientras que B(1) = F32 = Fy,.

Ahora consideremos una distribuciéon continua de cargas eléctricas moviéndose a una
velocidad local u. La densidad de carga en su sistema de referencia propio es pg, entonces
la densidad de carga medida en el laboratorio en reposo es

p=7(uwpo  porque  V =r(u)"'V, (2.127)

donde V es el volumen medido en el laboratorio y V'’ esta medido en el marco de referencia
en movimiento. Vemos que la relacion entre p y pg es similar a

dt = ~v(u)dr (2.128)

0
3 X
¥y, por lo tanto, p parece transformarse de la misma manera que *-.

Por otra parte, la densidad de corriente en este sistema puede definirse como

J = pu, (2.129)
la cual esta restringida por la ecuaciéon de continuidad,
dp .
— -3 =0. 2.1
5 +V.53=0 (2.130)

Con base en estas observaciones, podemos proponer que la 4—corriente de una carga en
movimiento desde el punto de vista de un observador en reposo esta dada por

(J*) = (cp, )" = (ev(u)po, wy(w)po)” = (poU*) (2.131)

para representar la generalizacién de la corriente tridimensional j. Para nuestro sistema,
las componentes J* se transforman como dx* porque son proporcionales a U¥. Con esta
definicion, la ecuacion de continuidad (2.130) puede reexpresarse como

Bl = 7 =10 ecuacion de continuidad (2.132)

Una consecuencia de esta ecuacion es que la carga definida por Q = [ d3xJ° se conserva
en el tiempo. Para confirmarlo, calculamos la derivada temporal de () como

0Q [ 5 0J° 3 Y SN
g dxcat——/dazv-g—]{j-ndS—O, (2.133)
Q 9) 9
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donde 2 es un volumen grande que envuelve la carga @, 92 su frontera y 7 es un vector
normal a 02 apuntando al exterior de ). En la peniltima igualdad usamos el teorema de
Gauss, mientras que la dltima igualdad es el resultado de que j se desvanece en la frontera
si  es suficientemente grande. Por esta razon, a la ecuacion (2.132) también se le llama la
ecuaciéon de conservacion de carga.

Antes de reescribir las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, necesitamos un ingre-
diente més: el 4-potencial electromagnético A = Ate,, al cual podemos llegar recordando
que los campos electromagnéticos pueden escribirse en términos de potenciales.

En electromagnetismo, los campos E y B pueden reescribirse como

0A
E=—— — B = A 2.134
Vo Vx A, (2.134)

en términos de los llamados potencial escalar electromagnético ¢ y potencial vectorial
electromagnético A. En componentes, la expresion anterior puede escribirse mediante el

simbolo completamente antisimétrico de Levi-Civita €% como

E(i) = —00A’ — 8i¢, B(i) =759, A", (2.135)

(Es importante la posicion de los indices. Notese que esta notacion no es consistente con
la contraccion de indices porque ésta no es atn una notacion covariante.)

Recordando que 0%¢ = n*¥9, ¢, entonces 0'¢p = —0;¢ y ¢ = Oy, por lo que
E(i)=—-0"A"+0'¢, B(i) = —'*9i A, (2.136)

Como las componentes de E y B aparecen como componentes del tensor de Faraday F*¥,
vemos que
—F% = -9"A"+ ¢,

—FF = ki AR = i AF 4 0P A7 (2137

Para que la primera de estas ecuaciones sea simétrica, podemos definir el 4—potencial

A como
(AM) = (¢, AT, A%, A%)T. (2.138)

Por lo tanto, en términos de este tensor, las componentes del tensor de Faraday estan dadas
por
Fr=0lA” —0"A" =  F,,=0,A,—0,A, =4, — A, (2.139)

A partir de (2.139), se obtiene la llamada identidad de Bianchi

i =F o =F iy = (0 identidad de Bianchi electromagnética (2.140)
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debido a que, como por ejemplo A, ;o = A, s, (las derivadas conmutan), se satisface
Ao = Apwo + Aoy — Avop + Apov — Aoy = 0. (2.141)

Notemos que (2.140) provee una ecuacion diferencial no trivial solo para p # v # o. Por
ejemplo, si v = p, el lado izquierdo de (2.140) no contiene informacion,

Fuu,o‘ + Fp,o’,;,t + Fo’u,p =0 + F;Ufo'vﬂ - Fug”u =0. (2142)

De hecho, debido a que la identidad de Bianchi (2.140) posee varias simetrias, las tinicas
elecciones no triviales de indices son:

p=0,v=10=2 — Fyo+ Fia0+ F2,1 = 0E(1l) —0pB(3) —01E(2) =0
— O01E(2) - 0E(1) = —-09B(3)
w=0,v=2,0=3 — Fy3+ Fozo+ F302= 03E(2) — 0pB(1) — 0, E(3) =0
< 0LE3)—03E(2) =—-09B(1)
u=0r=30=1 — F03,1 + F31,0 + F1073 = 81E(3) - 803(2) — 83E(1) =0
<~ OE(1) - 01E(3) =—-00B(2)
p=1v=20=3 — Flaz+ i1+ F512=—-03B(3)—01B(1) —B(2) =0
<— V.B=0. (2.143)

La ultima ecuacion en (2.143) es directamente la ley de Gauss magnética que implica la
inexistencia de monopolos magnéticos. Las tres ecuaciones anteriores pueden reescribirse
como V x E = —0yB, correspondiente a la ley de Faraday-Lenz. En resumen, de la
definicion del tensor de Faraday, hemos obtenido la identidad de Bianchi (2.140), que
corresponde a dos de las ecuaciones de Maxwell, escritas en el formalismo covariante.

Es mas directo convencerse de que las otras dos ecuaciones de Maxwell (ver primer
renglon de (2.118)) estan contenidas en

o, Fm = 2T v, (2.144)

c
Por ejemplo, para v = 0 obtenemos
- 4
0, F" =9, F° =V - E = =L j0 = 4rp. (2.145)
c

Las ecuaciones de Maxwell expresadas en términos de los tensores F' y J permiten
identificar facilmente algunas de las propiedades de la electrodinamica:
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= Simetria de norma. Diferentes elecciones de potencial electromagnético A conducen a
la misma fisica debido a que A no es directamente medible. Consideremos que A* son
las componentes del 4—potencial asociado a un tensor de Faraday con componentes
FH que satisfacen las ecuaciones de Maxwell (2.140) y (2.144). Buscamos el efecto
de alterar A* por el gradiente de una funcion escalar arbitraria o = «(z) (tensor de

rango 0) como
AP 5 AP = AP 4 9l (2.146)

Encontramos que el nuevo tensor de Faraday tiene las componentes 9# A" — 9V A" =
OFAY — OVAF + MOV av — 0VO* v = FM, como antes de la transformacion (2.146).
Como las ecuaciones de Maxwell se construyen con base en el tensor de Faraday y
no en el 4—potencial, entonces A y A conducen a la misma fisica.

Esta libertad en la eleccion del 4—potencial muestra que la teoria electrodindmica
descrita por las ecuaciones (2.140) y (2.144) posee algunos grados de libertad re-
dundantes que podemos eliminar al elegir para cualquier teoria el mismo tipo de
4-—potencial. A este procedimiento se le conoce como elecciéon de norma. Una norma
elegida comtnmente en teorias relativistas es la llamada norma de Lorentz, definida
por la condicién 9,A* = 0.

Toda transformacién no trivial de los elementos de una teoria que no modifican la
fisica que emerge de ésta es llamada simetria. Por lo tanto, la transformaciéon de
norma (2.146) es una simetria de norma.

» [nvariancia bajo difeomorfismos. La forma covariante de las ecuaciones de Maxwell
permite formular las ecuaciones del electromagnetismo independientemente de la base
de coordenadas empleada. Recordemos que las componentes de un tensor covariante
arbitrario se transforman bajo difeomorfismos de acuerdo a (2.83). En particular,
el gradiente de una funciéon escalar arbitraria ¢ se transforma como en (2.34). Si F
satisface (2.144), notamos que, al aplicar un difeomorfismo, las componentes trans-
formadas F*"' satisfacen

0. FFV — 9z aiulail/a Py — %aiyla B
K ozt Oxb Oz ozP o0z
! v
O Oa F'¥Y
Oz (2.147)

/

Esto indica que las ecuaciones (2.144) son invariantes bajo difeomorfismos.®

PEs facil mostrar que las ecuaciones de Maxwell en su forma (2.144) son invariantes solo si e, = 0 =
w" .. Esta debilidad seré corregida en la seccion 2.5.
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Por dltimo, veamos una manera de simplificar las ecuaciones de Maxwell. Podemos
introducir el dual de Hodge del tensor de Faraday *F' como el tensor de componentes

« 1 = —ghpo (2.148)

N | =

donde P es el simbolo de Levi-Civita de rango 4. En forma matricial, el dual de Hodge
de F esta dado por

0 —B(1) —-B(2) -B(3)
B(1) 0  E@B3) -E@2)
1)

v (
) =1B@2) —EB) o E
B(

(2.149)

Se puede mostrar facilmente que, en términos de *F, la identidad de Bianchi (2.140) se
simplifica a

« P = 0. (2.150)

Para concluir este ejemplo, identificamos las cantidades escalares (invariantes) que se
pueden construir con F' y *F. Los invariantes son aquéllos en los que todos los indices
han sido contraidos y, por lo tanto, no se transforman bajo difeomorfismos. Para la teoria
electromagnética, s6lo hay dos:

F.,F" =2(B|* - |E|*), (2.151)
F,, xF" = -4 B-E.

Formalmente, el segundo invariante es llamado invariante pseudo-escalar porque si se trans-
forma con un signo negativo bajo las transformaciones impropias de Lorentz (1.119). Las
cantidades escalares son muy importantes porque representan observables universales para
todo tipo de observador. Asi, sabemos que todo observador debe medir los mismos resul-
tados para las combinaciones dadas por (2.151).

Otra informacién muy importante que debemos mencionar aqui es que la densidad de
energia de un medio de carga continua (por ejemplo, de agua con carga eléctrica) esta dada
por

1 2 2
— (P +|BP), (2152
que, en el formalismo covariante, debe incluirse en el llamado tensor de energia—momento

o tensor de tensién-energia de rango 2, cuyas componentes se denotan por TH*”  como
estudiamos a continuacién.
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2.3. Tensor de energia—momento

Para una particula aislada moviéndose en alguna direccion, p = pte,, da una descripcién
completa de su momento y energia. Sin embargo, en un medio continuo, el momento puede
“fluir” en diferentes direcciones conduciendo, por ejemplo, a las 3 componentes de esfuerzos
cortantes en 4 dimensiones y a la presion debida al momento de todas las particulas en las
3 direcciones espaciales. Por lo tanto, necesitamos al menos 6 grados de libertad extra para
llegar a la descripcién de todas las componentes de energia y momento. Estos 10 grados de
libertad, incluyendo las componentes de p, caben perfectamente en una matriz simétrica
en cuatro dimensiones. Esto conduce a la definicién del tensor de energia—momento.

Formalmente, el tensor de energia—momento T', con componentes 7", es el flujo de las
componentes del 4—momento a través de una superficie de ¥ constante. Intentemos aclarar
esta definicion en el marco de referencia en reposo. La componente (0,0) de T es el flujo
de p¥ = % a través de la “superficie” de 20 constante,® entonces T es densidad de energia
que denotaremos con p. T es flujo de p’ a través de una superficie de tiempo constante,
entonces T es densidad de momento. 7% es el flujo de energia a través de una superficie
de z* constante, y T% es el flujo de p’ a través de la superficie a 27 constante.

En un marco de referencia en reposo, vemos que el flujo de energia 7" puede ser
diferente de cero debido a la conducciéon de calor. Lo mismo aplica para T%°. De hecho, es
posible mostrar que T es un tensor simétrico (ver apéndice C), por lo que 7% = T,

Los flujos T% representan fuerzas entre componentes del sistema adyacentes que pueden
ser perpendiculares (o paralelas) a la superficie que comparten. Las componentes paralelas
son las responsables del esfuerzo cortante y son la razén de T% # 0 para i # j. Cuando
las fuerzas son perpendiculares, son solamente presidn que aparece en los elementos de la
diagonal T% (sin suma sobre indices). Recordemos que, formalmente, la presiéon debe ser
independiente de la direccion. Entonces, debemos usar el término estrés o tensidn cuando
T #1979,

2.3.1. Tensor de energia—momento de un fluido perfecto.

El tensor de energia—momento 7' existe para cualquier tipo de materia, como soélidos y
fluidos, que pueden ser caracterizados como medios continuos. El fluido es una categoria
muy general, que incluye todo tipo de materia y es incluso capaz de describir el contenido
de nuestro universo entero.

De entre todos los tipos de fluidos, el fluido perfecto es el méas simple. Definimos un fluido
perfecto como un fluido compuesto de particulas que no intercambian momento a través
de conduccion de calor ni esfuerzos de corte en el marco de referencia en reposo. Resulta
que, en consecuencia, (a) el fluido es isotrépico en su marco de referencia en reposo, y (b)

5Una “superficie” de z° constante corresponde al volumen entero del espacio a un tiempo dado.
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N ]

| superficie de

2! constante

Figura 2.1: El ntimero de particulas que atraviesan una porciéon AA de la superficie ! = cte en

un tiempo At es nulAtAA para velocidades no relativistas. Entonces, el flujo no relativista por

unidad de area es nul.

la matriz de componentes (TH*”) es diagonal. Un fluido perfecto puede ser caracterizado
por su presién P y su densidad de energia p.

El ejemplo mas sencillo de un fluido perfecto es el polvo. El polvo es una coleccion de
particulas en reposo con respecto de las otras (particulas del fluido) en algin marco de
referencia (o, alternativamente, un fluido perfecto con presion nula).

Para llegar al tensor T', primero necesitamos definir la densidad de ndmero de parti-
culas n en el marco en reposo, la cual cuenta el nimero de particulas en un elemento de
volumen del fluido. Podemos generalizar este concepto a un 4—vector llamado vector de
flujo numérico N, cuyas componentes son

NF = nU*, (2.153)

vy que describe no solamente la densidad de nimero de particulas, sino también cuenta
el namero de particulas que fluyen en la direccién z* cuando el polvo se estd moviendo

con 4—velocidad U en la perspectiva de algin marco de referencia; es decir, generaliza n a

cualquier marco de referencia. Observamos que, como N - N = n2U - U = n?c?, entonces n

es un escalar bajo difeomorfismos.

En el marco de referencia en reposo, encontramos
N°=nc y N'=0. (2.154)
Pero en otros marcos de referencia, encontramos

N = y(u)ne, N = y(u)nut, (2.155)
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donde N? es la densidad numérica como la ve un observador en movimiento, y N es el
flujo a través de una superficie de 2° constante. Esta interpretacién de N puede ilustrarse
facilmente con el ejemplo més sencillo: considere una caja de polvo moviéndose con velocidad
no relativista u', como se muestra en la figura 2.1. En un tiempo At, la caja avanza
una distancia u'At a lo largo de 2!, por lo que el volumen que atraviesa un area AA
perpendicular al movimiento de la caja es u'!AtAA. El ntimero total de particulas que
atraviesan esa superficie se obtiene de multiplicar este volumen a n. Por lo tanto, el flujo
de particulas, dado por el ntmero de particulas por unidad de area y tiempo, es nu', que
coincide con N*! definido por (2.155) para velocidades no relativistas. Para velocidades
relativistas, deberemos tomar en cuenta la contraccién de Lorentz que origina el factor
v(w).

Ahora, como p es la densidad de energia y podemos suponer que cada particula tiene
masa m, entonces encontramos que en el marco de referencia en reposo

00 2
T = p =mc’n,

0i 0 iy ) _ B (2.156)
T =T"=0 y T" =0 describe un fluido con presioén cero.

Dado que N corresponde a un flujo de particulas y T" es en general un flujo de momento,
podemos deducir que T' corresponde al producto del momento p de cada particula con N,
como

T:p®N:mU®nU:c%U®U, (2.157)

0, en componentes,
P Parri~ ~ ~u o~
" = C—2U“U" = szU(wu)U(wV) =T(" &"). (2.158)

Por simplicidad, es frecuente utilizar la densidad de masa p,, = mn = C%, tal que THY =
U*UY. Podemos ver que, como esperabamos, el tensor de energia—momento es simétrico
m 9 M M

TH = TVk, (2.159)

Un fluido perfecto mas general, dotado también de presion, tiene un 7' cuyas compo-
nentes forman una matriz diagonal en el marco de referencia en reposo,

(1) = diag(p, P, P, P), (2.160)

donde p es la densidad de energia y P denota la presion del fluido (no confundir con el
4-vector de momento p). La forma de T se basa en las propiedades del fluido perfecto:

= sin conduccién de calor = T% =T = 0;

= sin fuerzas de corte => T% =0 para i # j; e
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= isotropico — diagonal en todos los marcos = T% = TJJ Vi £ j.

No es dificil convencernos de que, para que el tensor de energia—momento sea valido para
marcos de referencia en movimiento en espacio—tiempo de Minkowski y que sea compatible
con la expresion para polvo (2.158) con P = 0, las componentes de T' deben escribirse como

1
TH = C—Q(p + P)U*U” — Pnt”. energia-momento de fluido ideal (2.161)

Una posible generalizacion de estas componentes para espacio—tiempo no plano consiste en
reemplazar n por g; por ahora, nos restringiremos al espacio-tiempo plano.

En un fluido perfecto P y p no son independientes. La relaciéon entre ellas, conocida
como ecuacion de estado en termodindmica, estd dada por

P = wp, (2.162)

donde w es una constante adimensional. Algunos ejemplos de fluidos de gran interés en la
fisica gravitacional estan dados por

1/3 radiacion o materia relativista (caliente),
w=<0 polvo o materia no relativista (fria), (2.163)

—1 constante cosmologica o energia del vacio o energia oscura.

La ecuacion de estado describe las propiedades més importantes del fluido perfecto.

2.3.2. Conservacién de energia—momento

Sabemos que, para una particula, la conservacién de energia—momento se expresa como
dop' =0, (2.164)

donde 9y denota la derivada parcial con respecto a la coordenada temporaloide z°. Sin
embargo, en un continuo, la ley de conservacién debe ser sustituida.

Para llegar a la expresiéon que representa la conservaciéon de energfa—momento en un
continuo, definimos la cantidad

Q' = / d3zTH, (2.165)
Q

donde €2 es un volumen que contiene a todo el sistema, tal que T = 0 fuera de €2. Como
Q" = i d32T%0 = i d3zp, entonces podemos identificar Q° con la energia total de sistema
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descrito por el tensor 1. Por lo tanto, la conservaciéon de energia puede escribirse como
90Q° = 0, que, en la logica de la ecuaciéon (2.133), se satisface si

0T =T ,, =0. conservacion de energia—momento (2.166)
En estos términos, podriamos afirmar que el tensor T es una especie de corriente de mo-

mento y energia. Como para la carga eléctrica en (2.133), notamos que no sélo para Q°,
sino para las 4 cantidades Q" se satisface

I 10 . ,
00" _ / SEN / d*20,T" = — f dST"'7,; =0, (2.167)

cot cot
Q Q o0

donde 02 es la frontera de (). La pentltima igualdad se debe al teorema de Gauss y la
dltima se cumple bajo la suposiciéon de que las componentes de T son funciones bien
comportadas y de que el sistema esta aislado. Entonces, ademas de la energia total QY,
obtenemos que el momento total Q?, i = 1,2, 3 también se conserva.

Otra ley de conservacion importante es la conservacion de particulas, que, en analogia
con las ecuaciones anteriores, puede expresarse como

9 N" = NH , =0, (2.168)

Vemos que en este caso, la carga conservada es [ d32N° =¢ i d3zn, es decir, el namero de
particulas.

Concluyamos esta secciéon haciendo dos observaciones. Primero, definimos el tensor de
energia—momento 7' como un tensor simétrico. Sin embargo, algunas generalizaciones de
este tensor no son simétricas.” En este texto nos restringiremos a tensores de energia—
momento simétricos. La segunda observaciéon se refiere al tensor de energia—momento del
electromagnetismo. En el formalismo tensorial de Maxwell, es posible mostrar que las
componentes de T' estan dadas por

T = —%(F”O‘F”a - inNVFaﬁFaﬁ). (2.169)

Vemos que Q¥ en este caso es
0 /d%ng _ 817r/d3x(|E|2 +1BJ?), (2.170)
que corresponde precisamente a la energia integrada del electromagnetismo. Ademaés, como
T — %(E x B)' = 8, vector de Poynting (2.171)

la conservacion de @, equivale a la conservaciéon de flujo de energia electromagnética.

" En especial, la presencia de torsién o, andlogamente, campos con espin no nulo (como fuentes de
torsion), altera esta propiedad.
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2.4. Espacio con métrica no trivial

Hasta ahora, nuestra discusién de casos especificos ha sido basada en el espacio—
tiempo plano de Minkowski, cuya descripciéon se puede dar en términos de la base vec-
torial constante (2.9) y el tensor métrico igualmente trivial, de componentes constantes
(M) = diag(1,—1,—1,—1). Al cambiar de base a una que dependa de las posiciones, ya
sea mediante la eleccion de una geometria base diferente, o bien, al realizar un difeomor-
fismo no trivial, es previsible que algunas cosas cambien. En especial, nuestra discusion
del gradiente (ver seccion 2.1.9) sera enormemente enriquecida y conducira a los elementos
mas relevantes para nuestro estudio de espacio—tiempo con curvatura y, por lo tanto, de la
relatividad general.

Antes de comenzar a estudiar los elementos basicos de la relatividad general en el
capitulo 3, discutiremos las consecuencias mas relevantes de suponer espacios (no espacios—
tiempo) con métrica no trivial. El caso que emplearemos como guia es el de coordenadas
polares en 2 dimensiones.

2.4.1. Coordenadas curvilineas

Empecemos estudiando espacios en dos dimensiones. El analogo espacial al espacio—
tiempo de Minkowski es el espacio Euclideo. La base que se elige méas comtinmente para
expresar vectores en espacio Fuclideo recibe el nombre de base Cartesiana que, en dos
dimensiones, se expresa por los vectores base

e1 = (1,007, ey =(0,1)T. (2.172)
La meétrica del espacio Euclideo en dos dimensiones tiene las componentes
g,uuze,u,'eu:é,uuy p,v =12,

donde d,,, es la delta de Kronecker, definiendo asf el producto escalar en estas coordenadas.
En el espacio Euclideo, las posiciones se determinan con vectores x = xt'e, = (x, 2T,

Un difeomorfismo general de las coordenadas (z',22) a (z',2?") esta parcialmente

codificado en la matriz Jacobiana
,U«/ o 1/ o 1/
0 ) _ (G w2 (2.173)
orY 9z?  9z?
Oxl Ox2

<893 ) Wy =1,2, (2.174)

OzH

la cual existe para cualquier difeomorfismo.

y su inversa, denotada como
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La matriz Jacobiana permite escribir la transformacion de las componentes de cualquier
vector en el espacio Euclideo como

;o Ozt

~ Oav
Anélogamente, las componentes de las respectivas 1-formas en el espacio dual al de los
vectores se transforman como

Ve

VY. (2.175)

ox”
A= g

con la inversa de la matriz Jacobiana.

A, (2.176)

Como las componentes 2 son funciones de las componentes x”, es decir, ot = gt (z¥),
entonces las componentes del vector dx se transforman, aplicando la regla de la cadena,
mediante ,
oxH
oxY
que es compatible con (2.176). Ademas, las componentes de la 1-forma gradiente de una
funcion escalar, d¢, se transforman, de acuerdo a (2.34), como

v v
aa¢, _ o a¢y _ 97" Ge),. (2.178)
TH ozt Ox oxH

dzt =

da (2.177)

@b)w =

Ejemplo 2.1 Transformaciéon de coordenadas Cartesianas a polares.

A partir de aqui, emplearemos el ejemplo de coordenadas polares para ilustrar los cambios
que sufren los conceptos aprendidos antes cuando la métrica no coincide con la de un
sistema Cartesiano. Las coordenadas polares estan definidas por

z=a'=rcosb, y=a2%=rsenb,

= r=+/x2+y? 0 = arctan <%> ,

’ ’ ., . .
donde 7 y 8 son las nuevas coordenadas ' y 2, en la notacion habitual, y hemos preferido
la notacién (z,y) en lugar de (2!, 2?) para evitar confusiones con las potencias. Vemos que
las diferenciales de las nuevas coordenadas se expresan en términos de dx y dy como

(2.179)

or or 1 1
— — 9 —9 2.1
dr 6a:dx+ aydy o xdx + o ydy, (2.180)
1 d 1
dezgedx+gedy: ; (—yf>+ ; (dy>
z Y 1+ % T I+ 45 \7
y X

lo que implica que la matriz Jacobiana en este caso estd dada por

dz z cosf senf
T

T s

HERTS
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2.4.2. Vectores y 1-formas base en coordenadas curvilineas

Recordando que los vectores base {e,} se transforman con la inversa de la matriz de
transformacion para las transformaciones de coordenadas, encontramos

ox”
€u = Wey, (2183)
mientras las 1-formas base & = da* se transforman como
~ o, OrH~
Ejemplo 2.2 Bases en coordenadas polares.
En coordenadas polares tenemos, usando (2.183), que
0 0
e, = —xez + fyey = cosfle; +senbey,
or or
(2.185)
Ox oy
e = %ex + %ey = —rsenfe, + rcos ey,
y para las 1-formas base, aplicando (2.184), obtenemos
O~ Or~ - - - -
dr = Ldz+ Ly = Ydu + Ldy = cos0dz + sen 6dy,
Ox oy r r
99~ a6~ 1 o~ 1 - (2.186)
df = —dzxr + —dy = —=senfdx + — cos fdy.
Ox oy r r

Notemos que ahora los vectores base dependen de la posicion, a pesar del hecho de que
seguimos en espacio plano y e, = (1,0)T e, = (0,1)T. Ademas, los vectores base no son
paralelos en distintos puntos, como se ilustra en la figura 2.2. Finalmente, la longitud de los
vectores base tampoco es en general constante; por ejemplo, |eg|? = r?sen? 0412 cos? § = 2
(aunque |e,|? = 1).

2.4.3. Tensor métrico y gradiente en coordenadas curvilineas

Ahora discutamos algunos aspectos sobre la métrica, usando las coordenadas polares
desarrolladas en los ejemplos 2.1 y 2.2.

Como estamos en el espacio Euclideo, sabemos que las componentes de la métrica en
las coordenadas usuales (z,y) forman la matriz identidad, (g,..,) = diag(1,1). Sin embargo,
adoptando los resultados més importantes de la seccién 2.1.4, en coordenadas polares
encontramos que

1 0
Gu'v' = € - ey — (gul,,/) = (0 T’2> , (2187)
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Y
A &0
Er
e
X/Y@r

.
>
x

Figura 2.2: En general, los vectores base en coordenadas polares no son paralelos, y su direccién
depende de su posicion en el espacio.

donde hemos empleado (2.43) con el producto escalar Cartesiano. Esta métrica conduce al

intervalo
ds? = |dre, + dﬁeg\z =dr? 4+ r2d6? = gy dat da” . (2.188)
Adicionalmente, la inversa de la métrica es
1 1
@ =(r YY), (2.189)
0 =
es decir, g% = %2, gr=1y g“/” " = 0 para i’ # V. La métrica inversa puede utilizarse

para determinar las componentes del (vector) dual de la 1-forma acb con componentes ¢

’ 1.1 8
ot =g" o, = T =g"¢,+9 0= 87?,
50— ot M 100 (2.190)
” 0T 200

Asi, obtenemos que la 1-forma gradiente es ngs = (¢, ¢ 9) mientras que el correspondiente
vector adopta la forma

9 104

1
dd) = (¢,T7 ﬁgb,@)T - Eer + ﬁ%ea, (2191)

que es muy diferente del resultado en las coordenadas usuales: d¢ = (par0y) v dop =
((ZS,JH (b,y)T-

Debemos hacer un comentario con respecto a la notacién habitual en otros textos. El
gradiente de un vector en coordenadas polares se escribe usualmente como

0p. 10¢. ~  09x 1092
3y 6r + - 9050 d¢p = —dr + ——-db. (2.192)

d¢ = or r 00
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Esta es solamente otra forma equivalente de escribir d¢, en donde los vectores base estan
normalizados como

A~

Er

1
O e, Ep= L = e, (2.193)

e leol 7

2.4.4. Derivadas en coordenadas curvilineas

Ya que conocemos el vector gradiente, podemos vernos tentados a aplicarlo directamente
a otros vectores o tensores. Sin embargo, los tensores son muy diferentes al campo escalar
¢ porque estan escritos en términos de los vectores base e, y de las 1-formas w”, que no
son constantes en coordenadas curvilineas.

Por ejemplo, en coordenadas polares hemos encontrado en (2.185) que e, = cosfe, +
senfe, y eg = —rsenbe; + rcosfe,. Entonces, como e; y e, son constantes, las derivadas
de los vectores base son

Oe
Erpr = a; =0,
0
€rp = & _ —sen e, + cos e, = @,
C 09 r 2.194
Oey eo (2.194)
ep,r = - = —senbe, + cosble, = —,
’ or r
Oeg
€p,0 = B0 = —rcosfle; — rsenfle, = —re;.
Por medio del ejemplo, aprendemos que, en coordenadas curvilineas®
Oe
€py = 893’; # 0. (2.195)

De hecho, esta cantidad es tan importante que nos lleva a introducir un ingrediente geomé-
trico adicional para los casos en los que la métrica no es trivial, los simbolos de Christoffel
(de segundo tipo”).

Los simbolos de Christoffel I'*,,, estdn definidos mediante

Oe
ey = a—’; =T, €0, simbolos de Christoffel (2.196)
x
donde hemos usado el hecho de que, como vimos en el ejemplo de coordenadas pola-
res (2.194), las derivadas de los vectores base son una combinacion lineal de los vectores

8 A partir de aqui, omitimos las primas sobre los indices para simplificar la notacion.
9En la literatura, es frecuente encontrar los simbolos de Christoffel de primer tipo, T'ap = gaAFXW, que
no emplearemos aqui.
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base. Con esta expresion, podriamos interpretar a los simbolos de Christoffel I'*,,, como

- de . . .
la a-ésima componente de z%. Sin embargo, es importante enfatizar que estas no son
componentes de un tensor, como veremos en la seccién 2.4.6.

Para el ejemplo de coordenadas polares, podemos obtener I'“,,, directamente de (2.194):

1
FQ — FQ =, I‘\T = —7,
ro Or r (L] (2197)

FTT"I" = I‘err :FTTG = FT@T = 1—‘699 =0.

En este ejemplo vemos que ',y = I'*y,. para a = 0, r. Como estudiaremos en la siguiente
seccion, (en ausencia de torsion,) esta es una propiedad general de simetria de los simbolos
de Christoffel, por lo que, en d dimensiones hay d?(d + 1)/2 simbolos independientes.

2.4.5. Derivada covariante

Como las derivadas e, # 0 en general, entonces los vectores base contribuyen a la
derivada de un vector general V' = V*¥e, de la siguiente manera:

oV
ox?

=V e +Vhie,,

= V' e + VI weq (2.198)
=VF ey + VTt e
= (V¥ L, + VT 0 )e,.

La primera igualdad se debe a la regla de la cadena; la segunda se debe a la definicion de los
sfmbolos de Christoffel. En la tercera hemos intercambiado los indices o <+ p, lo que esté
permitido porque son indices contraidos. El resultado (2.198) es similar a V,, = V¥ e,
obtenido en coordenadas planas, salvo que la derivada de V' recibe ahora una correcciéon
proporcional a I'*,, debido a la nueva eleccién de coordenadas. Notando que I'*,,, = 0 en
coordenadas Cartesianas, podemos interpretar el término en paréntesis como la expresion
completa de la derivada de un vector en un sistema coordenado cualquiera. Por lo tanto,
es conveniente definir

Wy = WP o 42 VI componentes de derivada covariante (2.199)

como las componentes de un tensor de rango (1,1) llamado derivada covariante de un
vector, tal que

DV =Vt e, @u". (2.200)
Es evidente que, en una base Cartesiana, V#,, = V# ,. Entonces, la derivada covariante D
es una generalizacion del gradiente d, valida en cualquier sistema coordenado.
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Divergencia. Como consecuencia de la introduccién de la derivada covariante, la di-
vergencia cambia de forma. En coordenadas Cartesianas, hemos definido las componentes
de la divergencia de V como la contraccion V# , = 9,V#. En coordenadas curvilineas,
debemos generalizar esto a

D-V=Vt, =Vt +VTH,,. (2.201)

Laplaciano. Consideremos una funcion escalar ¢. Su gradiente por componentes esta
dado simplemente por
Dy = 0,0, (2.202)

donde el término con los simbolos de Christoffel no aparece porque ¢ no se expresa en tér-
minos de los vectores base. (De hecho, como veremos a continuacion, la derivada covariante
cambia dependiendo de si actia sobre un escalar, un vector, una 1-forma, un tensor, etc).

El vector dual de la 1-forma gradiente con componentes D, ¢ se define mediante sus
componentes
(D) = D"¢ = "' Dy, ¢ = " 0, . (2.203)

Para calcular el Laplaciano de ¢, podemos aplicar (2.201) a las componentes del vector D¢
en (2.203), obteniendo

D-D ¢ = Du(Dp)" = Du(g"0u9) = (6" 0v9) ju + 9™ 0 ¢T ap- (2.204)

Notamos que, si g"” , # 0, (2.204) tiene dos términos ademas del habitual en coordenadas
Cartesianas:
D-D ¢=0-0¢+0,¢9" .+ 9" 0T oy, (2.205)

donde 9 - 0 = ¢""0,,0,.

Derivada covariante sobre tensores

La derivada covariante no solamente actia sobre campos vectoriales y escalares, sino
en cualquier tipo de tensor. Consideremos primero el campo escalar resultado del producto

¢ = puA”, (2.206)
donde p = p,wt y A = Ate,. Por un lado, aplicando la regla del producto, tenemos que
¢;V = P;WA“ + puAM;V . (2207)
Por otro lado, sabemos que ¢., = ¢ ., lo que implica que
¢;V = ¢,u = p,u,uAu +puAM,u
= puy AP+ p AF, — AT p,, (2.208)
= (p/\,u - FH)\VPM)AA +p,uAM;w
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donde el segundo renglon proviene de (2.201). De aqui finalmente obtenemos la acciéon de
la derivada covariante sobre la 1-forma p

Py = Pxv — F'u)u/pu- (2209)
Siguiendo la logica de nuestra definicién de I'*y,,, vemos que esto implica
oM, = —THy,aM (2.210)

Estas observaciones son importantes para obtener la forma de la derivada covariante para
cualquier tensor ¢, tal que
=B
t=thh e ®e,®.. R0 RN ... (2.211)

Aplicando la definicion de los simbolos de Christoffel y (2.210), encontramos que

ViV,

Dt = (19152, o F Tt 20 TH2 0N L
(2.212)

pra... v1p...

TP Gt TP e —...)B.

A partir de (2.212), es inmediato definir las componentes de la derivada covariante de
un tensor arbitrario como

Datﬂlu2---

viva..

_ Apa... Al
.= g k2 VilV3...,Q + Fulkat He Vils... + Fuz}\atﬂl viva... +...

—_ TP H1p2- .- —_ T~ H1p2--- _
NP, pva... — IPusal P =

(2.213)

que pueden ser también denotadas como t"*#?7,,, .o = Dyt''"*, . . Sit tiene rango
(M, N), Dt corresponde a un tensor de rango (M, N + 1).

Derivada covariante de la métrica. Primero, es importante recordar que las ecua-
ciones tensoriales son invariantes ante transformaciones (por eso el lenguaje tensorial es
tan conveniente). Esto significa particularmente que, si una ecuaciéon tensorial es valida en
un sistema de coordenadas, debe ser valida para cualquier otro.

Consideremos ahora la derivada covariante de un vector V, con componentes V¢, ,.
Como V<., corresponde a las componentes de un tensor, entonces la aplicacion de la
métrica conduce a

Vu;l/ = guava;u . (2214)

Por otro lado, la accién directa de la métrica en V seguida de la derivada covariante,
aplicando la regla de Leibniz, conduce a

VN;V = (g/wéva);v = guava;u + Vag,ua;u- (2215)
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Entonces, comparando (2.214) y (2.215), concluimos que en cualquier sistema de coorde-
nadas

Juay = 0 = gHO{V =0. (2-216)

)

Por otra parte, usando la derivada covariante de un tensor de rango (0,2) de acuerdo
a (2.212), encontramos

L _ A A
0= Iuaw = Gua,w — g/\ar 17 2 g,u)\r avsy

(2.217)
< Juoa,y = gAar)\uV + guz\r/\au-

Agregando algunas permutaciones a este resultado, encontramos

Guow T Gupa — Javy = g)\aF)\,Lw + gu)\F)\ow + gA;,LFAVOL + guz\r)\ua - g/\uFAau - goz/\r)\u,u

= ga)\(r)\uu - FAV}L) + gzz)\(r)\ua - P)\au) + g,u)\(F)\ocV + F)\Va)~
(2.218)

Para simplificar esta expresion, recordemos el ejemplo de coordenadas polares, donde
F)‘W = F)‘W. Podemos mostrar que esta observacion es un resultado general. Con este
propésito, primero veamos que D,D,¢ = D,D,¢ es una expresion tensorial vilida en
coordenadas Cartesianas para todas las funciones escalares ¢. Entonces, debe satisfacerse
en cualquier sistema coordenado, es decir,

¢,Vu - ¢,)\FAuu = ¢,,uz/ - ﬁb,)\r)\,uu, (2.219)

de donde, empleando que ¢ ,,, = ¢ ,,,, concluimos que'?

M, =T, simetria de simbolos de Christoffel (2.220)

Sustituyendo este resultado en (2.218), vemos que

Iua,v + Juu,a — Gow,p = 2gu/\1—‘)\oa/

y, por lo tanto, obtenemos la expresion

1
T, = ig’\“(gua’y = Tone = Tl simbolos de Christoffel (sin torsion)

(2.221)

10Fs posible concebir espacios en los que FA,“, #* FAW. Se dice que estos espacios estan dotados de torsion
y IT*,, —T*,,, son las componentes del llamado tensor de torsién asociado (ver ejercicio 2.17).
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Esta conclusion resulta muy importante en la practica para calcular los sfmbolos de Chris-
toffel en espacios y espacios—tiempo métricos.

Revisitando divergencia y Laplaciano. Ahora podemos simplificar nuestras expre-
siones para la divergencia de un vector V y el Laplaciano de un campo escalar ¢.

Un resultado estandar de algebra lineal basado en la formula de Leibniz y Jacobi para
el determinante de una matriz invertible A establece que
Odet A
= (A7Y)j;det A. 2.222

Denotando el determinante de la matriz asociada a las componentes del tensor métrico
como |g| = det g, la formula (2.222) implica para el determinante de la métrica que

Alg| 9z 9lg|
= g" == = g"|g|. 2.223
g g D Do 9 gl (2.223)
La ultima ecuacion puede reescribirse de la siguiente forma
Oalgl _ gy 9 lnlg| = 6" Dagyw = 9"
=g a9uv ol |g| =g aduw = 9 Guv,a - .
7 = lg] (2.224)

Empleando los resultados anteriores, es posible reexpresar (2.221), con los indices o y v
contraidos, en términos de |g| como

1 A 1 A A
Fuau = *g” (ga)\,/,L + Gura — ga,u,)\) = 7(90{)\7 + g,u ur,a — goau“u)

2 2 (2.225)
Do/ 19]-

= 50”0 = 20 lnlg] = dalin Vigl) = ——

Vldl
Formalmente, estas ecuaciones son validas para el valor absoluto del determinante de la
meétrica, por lo que las dos tltimas igualdades solamente son validas cuando |g| > 0 (lo
cual no es automatico porque |g| denota sélo el determinante de g). En los casos en los que
lg| < 0, como en el espacio-tiempo de Minkowski, |g| debe ser reemplazado por —|g]|.

Empleando (2.225) en (2.201), encontramos una nueva expresion para la divergencia
1
D - V = V'u‘”u + m‘/“aﬂ\/ ‘g|, (2226)
lo que conduce finalmente a

D-V= \;mau (vivigl) - (2.227)

Como hicimos anteriormente, para obtener el Laplaciano de un campo escalar ¢, pode-
mos reemplazar V* por D¥¢ = g"" 0, ¢ en la expresion para la divergencia de V', obteniendo

1
D-D¢=—-—=0,|9"0, . 2.228
6= =10 (¢ 00V/l]) (2:228)
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Ejemplo 2.3 Coordenadas polares.
Usemos nuestro ejemplo estandar para verificar algunos de los aspectos discutidos. Primero,
calculemos la divergencia y el Laplaciano.

Para notar las ventajas de las expresiones obtenidas, calcularemos la divergencia me-
diante las dos expresiones (2.201) y (2.226). Para la primera expresion, debemos determinar
I'*,. Usando la expresion explicita de los simbolos de Christoffel (2.197), obtenemos

1
Ty =T 0 + 1% == (2.229)
T
g, =T7p, +T%p =0 (2.230)
lo que implica que, de acuerdo a (2.201),
ovr  av? 1 19 oV
D-V=VF, +VTH,, = VT = (V) (2.231)

or 00 T ror 00 -

Por otro lado, a partir de (2.226), se obtiene el mismo resultado con \/|g| = r (ver (2.187)):

1 1
. H ) r - 0
D-V = \/7 (VE/|g) L (1V Tar(rv )+7“89(TV ). (2.232)

Estos resultados contrastan con la formula usualmente encontrada en la literatura para
la divergencia en coordenadas polares,

(2.233)

debido a que habitualmente se emplea un vector normalizado 1% (en lugar de V') expresado
en términos de los vectores base €, que son elegidos ortonormales, es decir, tales que

V=VFe,,  éu-éy=0u. (2.234)

La relacion entre las bases {e,,} y {é,} surge de é, = e,,/|e,|, donde |e,| denota la magnitud
del vector base e, como en (2.193). Por lo tanto, como V' no deberia depender de su base,

V=Vhre, =Vhe,/ley = Vie,=V = VE=VHle,, (2.235)
lo que para coordenadas polares implica que v =V'y Ve = vl porque le;| = 1y

leg| = r; entonces, las expresiones para D -V y D -V son equivalentes.

Por otro lado, el Laplaciano de un campo escalar ¢ en coordenadas polares puede
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calcularse a partir de (2.228) como sigue:

1 (9" 0,0161) = 0,0 Bur)

D-D¢=

J@

19 0
== (9" 0¢r) + (9" 0,0)

: 85” AT (2.236)
_ rr 00
= 5,07 0n0r) + 55(97000)

10 ( 9¢ 1 9
= or <a> T e ?
donde hemos empleado que |g| = r y que la métrica es diagonal.

Para concluir este ejemplo, nos gustarfa recuperar la expresion explicita de los simbolos
de Christoffel (2.197) mediante la formula obtenida (2.221). Como hemos visto, debido
a la simetria T*,, = I'*,,, en d dimensiones hay d*(d + 1)/2 simbolos de Christoffel
independientes. Para d = 2, los 6 simbolos de Christoffel independientes son I'?,4, ",
%0, T709, 74 v T'?,.,.. Por ejemplo,

1 g 1 11

1
0, _ 1 g _ _
| g =59 (9xr0 + gor,r — gron) = 39 (960,r) = 5772(27") = (2.237)
1 1 1
[y = igm(gw,e + gorg — 9o9.\) = *ggrw(gee,r) = —5(21") =—r, (2.238)

que coinciden con nuestro resultado previo, (2.197). El lector también puede convencerse
de que guu;o = 0 se satisface. Por ejemplo, empleando (2.213), obtenemos

9r0:0 = Gro.0 — 9a0T o — gl 00 =0 — 12 /r — (—7) = 0.

2.4.6. Los simbolos de Christoffel no son tensores

Como V' es un vector, entonces esperamos que DV sea un tensor, cuyas componentes
se transforman bajo transformaciones basicas como

ozt dxv ozt dx” ozt dx¥
DyAM = 2222 D oAM= T2 2 AF 4 2 A°TH,,. 2.239
Oxt Oxv Oxh Ozv' + Oxt Ozv “ ( )
Por otro lado, también podriamos escribir (DA)" como
DV/AM, = &,fA“' + Aa/FM/a/,/
ox” ox oz /
= —F —_— /’I‘ M YU
_890”'8”(8 “A> ox™ “r
Oz Ozt oz” , a0z .
T gt S T I o, (2.240)

= oxV Ozt oxV' " OxvOxt = Ox™
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donde T* /., denota los simbolos de Christoffel transformados, que deseamos conocer en
términos de I'*,,,. Comparando (2.239) y (2.240), vemos que el primer término de (2.240)
es idéntico al primero de (2.239), de manera que resulta

/

ozt ox” ozv 92xH ox®
AQFMQV = A“ 7
ozt Oxv' oxV' OxvOx™ + Oz

y, consecuentemente,

!
AO(]_",LL o'V’

/ ozt dz¥ Ha™ oz¥ oz Oxt
= Moy =F—a"-5w - 7 7 .
OxH Ozv' Jx™ ozxV' 0z Jx¥ox™
Debido a la presencia del segundo término, incompatible de acuerdo a (2.83) con la trans-
formacion de un tensor de rango (1,2), vemos que I' no puede ser un tensor.

(2.241)

Sin embargo, aunque I' no es un tensor, cada I', si es un tensor de rango (1,1), con
componentes (Fu))‘y. Esto puede verse sencillamente de la definicién de T' "y

de, = eu 0" =T er @Y, (2.242)

donde es claro que para cada vector e, hay un tensor de rango (1, 1) aeu cuyas componentes
son F)‘W con y fija.

2.5. Sistemas fisicos en espacios no triviales y covariancia

Para poder estudiar sistemas fisicos con el formalismo desarrollado en la seccion 2.4,
debemos primeramente subrayar que los resultados obtenidos para espacios con métrica
arbitraria se generalizan trivialmente a espacios-tiempo con métrica no trivial. La diferencia
es que, en lugar de comenzar con la métrica Euclidiana, deberemos comenzar con la métrica
de Minkowski y, mediante difeomorfismos, de acuerdo a (2.43), transitar a espacios con
meétricas mas generales. Salvo por la anotacion alrededor de (2.225) en referencia al signo
del determinante de la métrica, todas las expresiones son validas. Estos nos permite apreciar
el poder de los elementos geométricos desarrollados en la fisica.

En las secciones 2.2 y 2.3 estudiamos la electrodinamica clasica y la conservacién de
energia—momento para fluidos en términos del formalismo covariante, el cual es ideado para
que la fisica descrita por las ecuaciones en ese formalismo sea invariante bajo difeomorfis-
mos, es decir, que sea la misma para distintos observadores que basen sus mediciones en
diferentes sistemas coordenados.

Sin embargo, debido a que las ecuaciones que contienen las derivadas regulares 9, sélo
son invariantes bajo difeomorfismos que conducen a nuevos sistemas coordenados en los
que los simbolos de Christoffel son nulos, el formalismo desarrollado en esas secciones s6lo
es valido para cualesquiera observadores con marcos de referencia relacionados por trans-
formaciones que dejen la métrica de Minkowski invariante, es decir, por transformaciones
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de Lorentz. En otras palabras, las expresiones finales obtenidas en las secciones 2.2 y 2.3
son validas para observadores inerciales, o, en otras palabras, son compatibles solo con la
relatividad especial.

El origen de este resultado es que la derivada regular no constituye un tensor en un
espacio (o espacio—tiempo) dotado de un tensor métrico no trivial. Como hemos visto en la
seccion 2.4.5, la derivada covariante es la tnica que es compatible con todo difeomorfismo,
constituyendo un tensor, y ademas se reduce a la derivada regular en el caso en el que la
métrica sea trivial. Por lo tanto, en los sistemas fisicos descritos previamente basta con sus-
tituir las derivadas por derivadas covariantes para lograr que sean globalmente covariantes,
como se les denomina a las ecuaciones que son las mismas en los espacios relacionados bajo
cualquier difeomorfismo.

Por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell (2.144) y la ecuaciéon de continuidad (2.132) se
expresan en el formalismo covariante como
v Am oy i
F¥., = ?J con JI,=0. (2.243)
Adicionalmente, las otras ecuaciones de Maxwell descritas por la identidad de Bianchi
electromagnética (2.140) en términos covariantes estan dadas por

Fuo+ Foop + Fopw =0, (2.244)
que puede reescribirse en términos de la prescripcion de antisimetrizacion (2.103) como
Fl.e1 =0, (2.245)

considerando que las componentes del tensor de Faraday son antisimétricas, F), = —F,,.

Por otra parte, también las ecuaciones de conservacion de energia—momento (2.166) son
alteradas al formularlas en el formalismo covariante:

., =0. (2.246)

Se emplea el término covariancia en lugar de invariancia porque los elementos que
componen las ecuaciones en el formalismo covariante son tensores. Las componentes de los
tensores no son invariantes bajo difeomorfismos, pero se transforman de forma tal que las
ecuaciones tensoriales que son validas en un sistema coordenado son también validas en
otro, si estan relacionados mediante difeomorfismos.

Esta observacion conduce al llamado principio de covariancia general que, en fisica,
establece que las leyes fisicas deben adoptar la misma forma mateméatica en todo sistema
coordenado. El fundamento principal de este principio es que los sistemas coordenados son
solamente estructuras matemaéticas que hemos construido los humanos y que nos sirven
para describir nuestras observaciones, pero el universo no estd dotado naturalmente de
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ningan sistema coordenado especifico. Por lo tanto, las leyes fisicas no deberian depender
de nuestra elecciéon de coordenadas.

El principio de covariancia no establece explicitamente una conexién con un observador
especifico. Sin embargo, recordando que los sistemas de referencia son marcos de referencia
de distintos observadores, notamos que implicitamente los difeomorfismos relacionan las
perspectivas de diferentes observadores. Los difeomorfismos mas generales corresponden a
deformaciones del espacio-tiempo que son capaces de alterar su estructura. Por lo tanto,
los marcos de referencia relacionados por distintas transformaciones pueden corresponder
a los de observadores inerciales, rotantes, acelerados, torcidos, etc.. Lo que el principio
de covariancia general significa es que, sin importar el tipo de observadores, si sus mar-
cos de referencia estéan relacionados mediante difeomorfismos, las ecuaciones en notacion
covariante son vdlidas para todos los observadores.

Evidentemente, entonces, el principio de covariancia general establece una generali-
zacion crucial al principio de relatividad, permitiendo que distintos observadores puedan
interpretar y comparar sus mediciones.

2.6. Espacio y espacio—tiempo con curvatura

Como veremos, el logro més importante de la teorfa de relatividad de Einstein fue la
identificacion del origen del comportamiento de la gravedad descrita por Newton. Einstein
encontr6 en una “conjetura afortunada” que el campo gravitacional Newtoniano no sélo es
provocado por la presencia de masa, sino que el tensor de energia—momento entero es fuente
de gravedad. A un nivel superior, Einstein descubrio que la geometria del espacio—tiempo
juega un papel fundamental en la descripcion de las interacciones gravitacionales. Einstein
not6 que su teoria de relatividad especial, valida tnicamente para marcos de referencia
inerciales sin gravedad, se trata s6lo de un caso particular de la relatividad para un espacio—
tiempo desprovisto de una propiedad importante encontrada regularmente en geometria:
curvatura. La relatividad especial funciona en espacio—tiempo plano, sin curvatura, pero,
tan pronto como el espacio—tiempo exhibe algunas deformaciones, se convierte sélo en
una aproximaciéon (y una muy buena) de la fisica real. Como hemos visto, existe una
importante relaciéon entre espacio—tiempo plano y observadores inerciales. Entonces, incluir
la gravedad, en donde los observadores son considerados no inerciales, requiere introducir
espacio—tiempo con curvatura y establecer cudl es su conexién con la fuente material de la
gravedad, el tensor de energia—momento.

Para poder discutir los detalles de estos interesantes hallazgos, es preciso comenzar
por definir qué significa que un espacio o espacio—tiempo sean curvos y céomo podemos
determinar el grado de curvatura de éstos.
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Figura 2.3: Dos geodésicas sobre la esfera apuntando hacia el polo norte o sur forman meridianos,
que, por definiciéon, se cruzan en dos puntos. Sin embargo, en una region suficientemente pequena,
localmente, las lineas pueden parecer paralelas, lo que nos podria hacer creer que el espacio es plano.

2.6.1. Espacio plano contra curvo

En la geometria Euclidiana, como una consecuencia del postulado de paralelismo, dos
lineas paralelas no se cruzan en ningtn punto. El espacio—tiempo de Minkowski también
obedece este axioma de paralelismo Euclidiano. Cualquier espacio con esta propiedad se
conoce como plano. Decimos que cualquier espacio que se desvia de ser plano es curvo o
exhibe curvatura. Formalmente, esta propiedad es el resultado de abandonar el axioma de
paralelismo Euclidiano.

Para poder entender como sucede la renuncia al axioma de paralelismo, notamos que
las llamadas lineas rectas en geometria Euclideana son las curvas de minima longitud
que conectan dos puntos del espacio Euclideo. Intuitivamente, es claro que en un espacio
que considerariamos curvo, las curvas mas cortas que conectan dos puntos de ese espacio,
no son necesariamente lo que conocemos como rectas en espacio Euclideo. Tales curvas de
minima longitud son llamadas en espacios mas generales curvas geodésicas, si se consideran
tnicamente regiones relativamente pequenas del espacio.'! La descripcion detallada de las
geodésicas deberé aguardar a la seccién 2.6.3.

El ejemplo mas convencional de un espacio curvo es la esfera bidimensional S?, ilustrada
en la figura 2.3. Como podemos comprobar en nuestra vida cotidiana, en una region pequena
S? parece plano. En especial, notamos las lineas méas cortas entre dos puntos parecen rectas
y, por lo tanto, parecen obedecer el principio de paralelismo. Entonces, decimos que el
espacio considerado es localmente plano. A pesar de esta propiedad bastante comun, al
observar el espacio entero, las curvas se extienden formando grandes circulos sobre S?
(meridianos en la figura), intersecandose en los polos y, por lo tanto, violando el axioma

1En general, las curvas geodésicas extremizan la longitud entre dos puntos, por lo que frecuentemente
son también llamadas curvas extremales.
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espacio tangente T'p M

~ con métrica g(P)

Figura 2.4: (a) Una variedad diferencial M es cubierta por un conjunto de abiertos u;. (b) Una
variedad Riemanniana tiene una métrica asociada a cada espacio tangente T M a sus puntos P.

de paralelismo. El estudio de espacios como estos es llamado geometria Riemanniana.

Los espacios considerados en geometria Riemanniana son llamados variedades Rieman-
nianas. En general, una variedad m—dimensional M es un espacio cubierto por un conjunto
de subconjuntos abiertos {u;}, tales que U;u; = M, donde podemos definir un homeomor-
fismo'? ¢ entre u; y un subconjunto de R™, como se ilustra en la figura 2.4a. Es decir, toda
variedad es localmente plana y cada localidad es equivalente al espacio Euclideo. Si, por
su estructura, el espacio permite realizar calculo diferencial en cada abierto u;, entonces es
una variedad diferenciable.

Una variedad diferenciable M permite definir en cada punto P sobre ella un espacio
tangente Tp M, que puede visualizarse como el espacio vectorial de todas las direcciones en
las que es posible pasar tangencialmente por P. Finalmente, una variedad Riemanniana M
es una variedad diferenciable, dotada de un tensor métrico g(P) en cada espacio tangente
TpM de todos sus puntos. La figura 2.4b ilustra el espacio tangente a P, dotado con su
tensor métrico g(P) plano. Debemos destacar que, a pesar de que una variedad Rieman-
niana es localmente plana y, en consecuencia, g(P) es plano, en todos sus puntos P, los
espacios tangentes a cada punto no son los mismos.

2.6.2. Variedades

Como hemos visto en la seccion 2.6.1, una variedad es cualquier espacio continuo que
localmente es R™, aunque la forma (topologia) del espacio completo puede ser bastante
diferente a la de la geometria Euclidiana. Algunos ejemplos de variedades son ilustrados
en la figura 2.5.

Es tan general la definicién de variedad, que uno podria caer en la tentacion de pensar
que un espacio arbitrario es una variedad. Sin embargo, el contraejemplo mas simple es
el cono, pues es imposible escoger una regiéon abierta alrededor de su vértice que parezca
localmente un espacio Euclideo.

12Un homeomorfismo es una funcién uno-a-uno, continua e invertible entre dos espacios topologicos.
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Figura 2.5: Ejemplos de variedades.

Los ejemplos de variedades mostrados en la figura 2.5 pueden describirse por un conjun-
to de funciones continuas llamadas coordenadas z*, de manera que las coordenadas de la
variedad son solamente los parametros libres independientes que parametrizan la variedad.

Las variedades mas relevantes para la relatividad son Riemannianas. Sus principales
cualidades son

1. son diferenciables en todas partes, por lo que estan dotadas con una conezion; y

2. poseen una métrica localmente plana y compatible con la conexién.

Ambas propiedades requieren una explicacién. En espacio plano y coordenadas Cartesianas
estamos acostumbrados a realizar derivadas de, por ejemplo, campos vectoriales tomando
la diferencia del mismo vector evaluado en puntos infinitesimalmente cercanos del espacio.
La diferencia de dos vectores en espacio plano esté bien definida. Sin embargo, en espacio
curvo, las derivadas no pueden calcularse de la misma manera. Algo debe hacerse cargo
de la contribucion de la curvatura en la derivada. Este es el papel de la conexion: permitir
calcular las derivadas de manera que el formalismo tensorial siga funcionando.

Recordando nuestra discusiéon en la seccion 2.4, hemos aprendido que la derivada co-
rrecta en el lenguaje tensorial es la derivada covariante D, que conserva las propiedades
tensoriales de la 1-forma gradiente d gracias a los simbolos de Christoffel I'#),. Por lo
tanto, son precisamente los simbolos de Christoffel los que juegan el papel de la conexion
en espacio curvo. A este tipo de conexién frecuentemente se le conoce como coneridn Rie-
manniana o conexion de Christoffel o conexion de Levi-Civita. Es frecuente en la literatura
encontrar también que la conexién sea identificada con la derivada covariante entera, en
lugar de sélo los simbolos de Christoffel.

Respecto a la segunda propiedad de las variedades Riemannianas, se dice que el tensor
métrico de la variedad, g = g, W" ® WY, es localmente plano si en cada punto P de la
variedad se puede elegir un conjunto de coordenadas, tales que g sea equivalente al tensor
métrico del espacio Euclideo hasta primer orden en sus derivadas, es decir,

9ur(P) = 0y + O((2#)?) & Sy (2.247)
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Espacio localmente . con Variedad con con Variedad
Variedad

(topdégico) como R™ conexién conexion métrica | Riemanniana

Figura 2.6: Las variedades Riemannianas son el subconjunto de todos los espacios topoldgicos
localmente planos, diferenciables, y dotados de métrica y conexién compatibles.

Es decir, a primera aproximacion, g,,(P) = 6,, mientras que g, ,(P) = 0. Las segundas
derivadas del tensor métrico pueden ser no nulas, g ,0(P) # 0, lo cual, como veremos,
es una manifestacion de la curvatura del espacio. Notemos que todas estas propiedades se
relacionan con un punto P, lo que implica que lejos de P el tensor métrico g(P) puede violar
estas restricciones, pero existird otro punto en esa regiéon y una elecciéon de coordenadas
para los que se satisfacen.

Por otro lado, la métrica y la conexién son compatibles si'?

Dg=0 <— G = O compatibilidad métrica—conexion (2.248)

en todas partes. Vemos que esta sencilla propiedad (que, como vimos en (2.216), es una
propiedad del espacio plano) tiene varias consecuencias para la conexion y la derivada
covariante. En primer lugar, también la derivada covariante del tensor métrico inverso se
anula, Dg~! = 0; en segundo, la métrica conmuta con la derivada covariante, lo que implica
que

D, V¥ = D,(¢""V,) = ¢**D,V, = D"V,; (2.249)

y, por ultimo, la conexién puede calcularse mediante la ecuacion (2.221).

Dadas las propiedades de la métrica en una variedad Riemanniana, notamos directa-
mente que en un punto P donde la métrica esta dada por (2.247) se satisface

™, =0 V\upur, (2.250)

pero I' w 7 0 en el resto de la variedad es posible. Mas importante, incluso en P, r uvp 70
ocurre siempre si g,,,,0 # 0 para toda elecciéon de coordenadas,'* o sea, si la variedad no
es plana. Entonces podria parecer que una buena y universal senal de curvatura no trivial
de una variedad Riemanniana es que las derivadas de la conexién no sean triviales para
toda eleccion de coordenadas, es decir,

F>‘W7p #0 <= variedad curva. (2.251)

13Hay geometrias en las que la conexién y la métrica no son compatibles, estudiadas por vez primera
por Cartan. Ver e.g. W. A. Rodrigues Jr., V. V. Fernandez, A. M. Moya. Metric compatible covariant
derivatives, [arXiv:math/0501561].

En espacio plano, es posible encontrar sistemas coordenadas en los que guu.,0 7 0, pero un simple
cambio de coordenadas conduce a guu,p0 = 0 Vi, v, p, 0. Esto no ocurre en espacios curvos.
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Como veremos, esta conjetura es correcta, pero debemos expresarla en términos de tensores,
que, a diferencia de la conexion de Levi-Civita I', son independientes de la base y del marco
de referencia.

Esta discusion se generaliza directamente a variedades pseudo-Riemannianas y Loren-
tzianas. Estas variedades se distinguen de las Riemannianas en que su métrica (y, por lo
tanto, su producto escalar) no es positiva definida. El espacio-tiempo de Minkowski es
la variedad pseudo-Riemanniana mas simple, ya que es plana y tiene métrica constante
universal g = 7, de signatura (3, 1) en todo punto P, como discutimos en la secciéon 2.1.4.
Esta observacion permite ajustar la definicién de planitud local. Una variedad Lorentziana
de signatura (3, 1) es localmente plana si en todos sus puntos P es posible elegir un sistema
de coordenadas en el que

G (P) = Ny + O((xM)Q) ~ Nuw - (2.252)

Todas las afirmaciones sobre la conexién y su compatibilidad con la métrica en una variedad
Riemanniana son igualmente vélidas en variedades pseudo-Riemannianas.

2.6.3. Transporte paralelo

El término conexion esta intimamente relacionado con otro concepto importante de la
geometria Riemanniana: el transporte paralelo.

Para entender este concepto, primero recordemos que la introduccion intuitiva Rieman-
niana de curvatura se basa en el axioma de paralelismo Euclidiano: si dos lineas rectas no
se cruzan nunca cuando son extendidas, entonces son paralelas. Dichas lineas sélo existen
en espacio plano. Si estas lineas no existen, el espacio debe ser curvo. Entonces vemos
que, sorprendentemente un cilindro es plano mientras que la esfera no, como observamos
esquematicamente en la figura 2.7.

Pero hemos dicho que la sola idea de una linea recta en espacio curvo es complicada.
;,Como podemos estar seguros de que, por ejemplo, las curvas trazadas en la esfera en la
figura 2.7b son lo suficientemente rectas como para poder aplicar el postulado de para-
lelismo? En la figura 2.8 notamos que es posible trazar otras curvas sobre S? que nunca

perpendicular al ecuador

I 7

XY, J (b) Como los grandes circulos se intersecan
(a) El axioma de paralelismo se en los polos de S?, el axioma de paralelismo
cumple en un cilindro. no se satisface y S? es una variedad curva.

Figura 2.7: Lineas geodésicas en dos variedades Riemannianas.
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N

Figura 2.8: Curvas aparentemente paralelas en S2. El postulado de paralelismo no se satisface
porque no son geodésicas.

se cruzan. ;Como podemos determinar las curvas que representan la generalizaciéon de la
nocién de linea recta que tenemos en el espacio plano?

Un método para producir lineas rectas en espacio plano podria consistir en empezar
con un vector T' en un punto P y reproducir el mismo vector en su extremo y, seguir asf,
como se representa en la figura 2.9. Como 7' es paralelo a s{ mismo en cualquier otro punto
en espacio plano, hemos puesto copias paralelas de T' en la curva descrita por T mismo. La
curva puede parametrizarse por un parametro real A, mapeando el intervalo A\og < A < \g
a la variedad M (en este caso, el espacio plano), es decir, la curva esta dada por

PNt R—= M, X <A<\, (2.253)

tal que el vector T tiene las componentes dadas por

B dx#

TH = ——. 2.254
Y (2.254)

Claramente, la linea recta que hemos generado en espacio (o espacio-tiempo) plano
debe satisfacer

d
—T =0 2.255
=T =0, (2255)

porque el vector T' no debe cambiar a lo largo de la curva. Como T' = T*e,, podemos

P

Figura 2.9: Una linea recta en espacio plano mediante transporte paralelo.
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reescribir la ecuacion (2.255) empleando (2.198) y (2.254) como

d dz¥ dx¥ dz¥
—~T=—T,=—(T" v = T, Tarluau
Dl = L= g e = gy (e + Jeu
Ao (2.256)
= TH. e, =0,
d\ =
que implica que una linea recta esta descrita por
dz” 0 da* dz¥ dz®
il po 2 Y
d\ Oxzv dA 1y dX\ dA 0 (2.257)
o bien, por
“w v lo'
% (CEB)\) + I‘“w%% =0. ecuacion de la geodésica (2.258)

Vemos que en coordenadas Cartesianas la ecuacion anterior se traduce a

dZzH

IV 0 = z*(\)=d'N+b!, o b =cte, (2.259)

que es precisamente la ecuacién de una linea recta.

Como no supusimos nada sobre la geometria del espacio en la ecuacion (2.255), si
I'*,, establece la conexion de la variedad, la expresion (2.258) debe describir las curvas
mas rectas posibles en espacio curvo. Como hemos dicho antes, precisamente estas curvas
son llamadas geodésicas. Las lineas rectas son las geodésicas del espacio plano. Es posible
mostrar que las curvas trazadas en la figura 2.8 no son geodésicas y, por lo tanto, a pesar
de que aparentan ser paralelas, no nos permiten emplear el postulado de paralelismo para
saber si la esfera es curva o no. Sin embargo las curvas trazadas en la figura 2.7b si son
geodésicas.

Revisemos nuestro procedimiento de forma mas general. Para obtener la ecuacidn de
la geodésica (2.258), hemos descrito una curva en donde T = % se transporta tal que
T permanece paralelo a su instancia previa. Notemos que, por definicién, T es un vector
tangente a la curva z#(\), como en la figura 2.10.

T(\ T(\2)
(A1) 2 (A2)
zH(N)

Figura 2.10: Transporte paralelo de un vector T a lo largo de la curva z#(\).
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El parametro X ha sido escogido arbitrariamente. Dos parametros A y X relacionados
por una transformacion afin,

N =a\+0b, a,beR, (2.260)

conducen a los mismos resultados. A los parametros con esta relacion se les conoce como
afines. Entonces podemos escribir la ecuacion de la geodésica en términos de \ en lugar
de \. Esta informacion es relevante porque resulta que el tiempo propio 7, definido en
la seccion 1.4, es uno de esos parametros afines, el cual puede resultar muy tutil en las
situaciones en las que es posible usarlo (para e.g. observadores masivos).

Interesantemente, las geodésicas son curvas muy especiales. En espacio plano, la dis-
tancia méas corta entre dos puntos es la linea recta. En espacio curvo, las trayectorias que
minimizan la distancia entre dos puntos estan determinadas por el minimo de la longitud

S = / ds, ds = \/gudxrda?, (2.261)

curva

donde ds es llamado elemento diferencial de linea, claramente relacionado con el intervalo
en la variedad, y la integral es a lo largo de una trayectoria dada. Como mostramos expli-
citamente en el apéndice A, el célculo variacional permite verificar que la trayectoria que
minimiza (2.261) es justamente (2.258), es decir, una geodésica, siempre que el parametro
afin empleado sea el tiempo propio 7 o, equivalentemente, s.

En términos del tiempo propio, la ecuacion de la geodésica (2.258) adopta la forma

d2zt o dz” dz®

dr2 —  Ydr dr-
Identificamos inmediatamente que el lado izquierdo de la igualdad es la 4—aceleracion &
definida en (1.65), que es proporcional a la 4—fuerza con componentes f#* = mgf#. Por esta
razon, al lado derecho de la ecuacién anterior se le llama usualmente 4—fuerza inercial.
Este resultado es sorprendente porque significa que hay fuerzas que surgen directamente
a partir de propiedades puramente geométricas del espacio. Si esta fuerza inercial fuera
conservativa, el lado derecho de (2.262) seria el el gradiente de un potencial de la fuerza,
—0"¢. Asi que, de alguna forma, la geometria parece funcionar como fuente de un campo
de fuerzas, independientemente de cualquier otro campo potencial que se imponga en esa
geometria. Por lo tanto, es natural concebir que la tinica fuerza que percibe una particula
libre inmersa en una geometria dada es la fuerza inercial (2.262) y, en consecuencia, se
mueve en la trayectoria descrita por una geodésica (ver ejercicio 2.379).

(2.262)

Por otra parte, dado que las componentes de la 4—velocidad se definen como U* =
dz#/dr, empleando d/dr = U%0, y la derivada covariante de U segin (2.199), podemos
reescribir la ecuacion de la geodésica (2.262) como

UU*, =0. ecuacion de la geodésica (2.263)
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La suma sobre el indice o impide simplificar mas esta expresion. Esta forma de la ecuacién
de la geodésica sera frecuentemente més tutil que (2.258).

El procedimiento que hemos empleado para describir las trayectorias geodésicas es lla-
mado transporte paralelo de un vector.Analogamente, podemos transportar paralelamente
a lo largo de una curva z#(\) cualquier otro tensor. Para transportar paralelamente un
vector arbitrario V', debemos exigirle que no sea alterado a lo largo de una trayectoria
parametrizada por un parametro afin A. Es decir, debe satisfacer (2.255),

dVv
— = 2.264
o =0 (2.264)
la cual es equivalente a
AV v e, = THVY,, =0 2.265
d\ Oz e = A e (2.265)

conduciendo finalmente a la llamada ecuacion de transporte paralelo para un vector,

1
ddl)\ +I*,,VeTY =0, transporte paralelo de V' (2.266)

donde T" = da” /d\.

La ecuacion (2.266) es una ecuacion diferencial de primer orden soluble. Por lo tanto,
dado un valor para el vector V en )\, (2.266) determina V' en cualquier valor del parametro
afin. Para descubrir la solucion general de (2.266), definamos W¥, = —T*#,,T" y tomemos
el ansatz

VHE(X) = P (X, M) VP (o), (2.267)

donde P*, es el propagador paralelo de cualquier vector V' a lo largo de z#(\) de Ao a A
(con la condicion trivial P*,(Xg, Ag) = 1), vemos que

o
T =WV = PR 0 = WP o) (2.268)

cuya solucion es (omitiendo indices, para simplificar la notacion)

X 1 A A A A2
PON) = 143 [ [ [ WO - WO - i,
1 7V X Ao I Ao
A
= exp < W(A')dX) , (2.269)
Ao
mientras que A > A\, > ... > Aq. Notemos que esta expresion es bastante parecida a las

series de Dyson que aparecen en la mecanica cuantica.
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B
B
Ist C
W
(a) Transporte paralelo a lo largo (b) Transporte paralelo en la esfera
de la curva ABC en espacio plano. s2.

Figura 2.11: Transporte paralelo de un vector V' en circuitos. Mientras que en (a) espacio plano el
vector, tras ser transportado paralelamente, no cambia, i.e. V; =V, en (b) la esfera sf, i.e. V; # V.

Vemos que la ecuaciéon de la geodésica es realmente un caso particular de la ecuacién del
transporte paralelo (2.266) para V# = T*, el vector tangente a la trayectoria de transporte.

Para obtener la ecuacién que rige el transporte paralelo de un tensor arbitrario t =

e @ ep, @ @@ @ @2 - -+, imponemos la condicion
dt
— =0 2.270
Lo, (2270)

que se satisface, en analogia con (2.256), cuando

T =0 (2.271)
vy que es equivalente a
de" iz, N ” a v a v
Y I gt TV TRt G TV o =Tt TV —. . = 0. (2.272)

Una consecuencia interesante de la curvatura es que el transporte paralelo de un tensor
en circuitos cerrados en general no lleva de regreso al mismo tensor, como se observa en la
figura 2.11 al transportar un vector.

En la figura 2.11a, se muestra que el transporte paralelo de un vector a lo largo de un
triangulo conduce al mismo vector en espacio plano, mientras que, como se muestra en la
figura 2.11b, conduce a uno muy diferente en la 2-esfera S2. Dado que V es el resultado
de actuar sobre Vj;, es concebible establecer una relaciéon entre estos tensores de la forma

Vi = AV, (2.273)
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donde A es una matriz de transformacion cuya dimensionalidad iguala la de la variedad.
En espacio plano, es claro que A = 1. Sin embargo, en general, A es un elemento no trivial
de un grupo conocido como el grupo de holonomia, denotado Hol(D), donde D se refiere
a la conexion de Levi-Civita, de la variedad. Como mostramos en el siguiente ejemplo, el
grupo de holonomia de S? es el de rotaciones en dos dimensiones, SO(2), y, por lo tanto,
A puede representarse como una matriz de rotacion,

A ( cos ( sen(>’ (2.274)

—sen( cos(

para algin angulo ¢ que depende de los detalles de cada circuito cerrado. Claramente, Vy
depende de la curva tomada para transportar paralelamente, incluso si el punto inicial (y
final) no cambian. El conjunto de todos los vectores transportados paralelamente a lo largo
de todas las posibles trayectorias cerradas en un punto P genera el espacio tangente TpSQ.

Ejemplo 2.4 Transporte paralelo en S2.
Parametrizar una esfera de radio R fijo requiere dos coordenadas. Considerando R = 1, las
distancias sobre la esfera S? se pueden determinar mediante el intervalo

ds® = df* + sen® fdy? . (2.275)
A partir de ds? = gudatdz”, encontramos que la métrica y su inversa adoptan la forma

() = (é Sel?g 9>, (") = (é ?) : (2.276)

sen? 6
donde 6 es el dngulo de latitud, como se muestra en la figura 2.12.
Consideremos el transporte paralelo en S? de un vector V = VFe, a lo largo de una

linea de latitud constante 0. La trayectoria estd descrita por

(") = (6o, ¢), (2.277)

Figura 2.12: Angulos 6 y ¢ en la esfera.
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de donde obtenemos (usando ¢ como parametro afin)

(T") = (de> = (0,1)7. (2.278)

dep
La ecuacion de transporte paralelo para V#, de acuerdo a (2.265), es
Ve, TY =0 (2.279)
que equivale a exigir
VH ,+TH VY =0 = VHE T VO - TH VP = 0. (2.280)
Empleando la métrica, encontramos que los tinicos simbolos de Christoffel distintos de cero

son
cosf

I%,,=—senfcos, I'?p,=T%,= (2.281)

senf’
Se obtiene que las ecuaciones diferenciales para V# , a lo largo de una trayectoria de latitud
constante estdn dadas por el sistema de ecuaciones acopladas

a@ve —senfycos V¥ =0,

6 2.282
DV + 20y ), (2.282)
sen 0
Diferenciando una vez mas y sustituyendo las ecuaciones (2.282), obtenemos
83}‘/9 — sen g cos 0p0,V?¥ = 83,V9 +cos? 0,V =0,
0 2.283
92V + S50 V0 = 2V + cos? VP = 0. (2.283)
® sen 0 ¢

Las ecuaciones diferenciales resultantes corresponden a ecuaciones de onda desacopladas
de frecuencia cos 6y, por lo que sus soluciones estan dadas por

V() = Acos(pcosby) + Bsen(pcosby),

(2.284)
V() = Ccos(pcosby) + Dsen(pcosby),
donde A, B,C y D son constantes a determinar.
Consideremos la condicién inicial en ¢ = 0 dada por
(V) po = (V5 VT (2.285)

Evaluando en la posicion inicial las ecuaciones diferenciales acopladas originales (2.282),
obtenemos la condicién sobre las derivadas
8¢V9 ‘(p:O = Vi sen 6 cos by,
o cos B (2.286)

8“"/@‘@:0 =V senfy’
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Imponiendo estas condiciones, podemos determinar las constantes de la solucién propues-
ta (2.284):

O@VO ‘SD:O = Bcos by = Vi sen 6 cos by, (2.287)
VO0)=A =V, (2.288)
© . 1 pcosb

0pV?| g = Deosy = Vg —- . (2.289)
Ve0)=C=Vy. (2.290)

Por lo tanto, las expresiones finales para V¢ y V¥ son

VP =V cos(ip cos ) + Vi sen 0 sen(y cos fp),

Vo (2.201)
V¥® =V cos(pcosby) — senOH sen(p cos ).
0

Si V=€’ (es decir, V{ =1y V¥ =0) en ¢ = 0, las ecuaciones (2.291) adoptan la forma

V() = cos(ipcosby),
(2.292)

V() =— sen(p cosfy).

sen 0y
Claramente, el vector resultante tras un circuito completo, ¢ =0 — ¢ = 27, coincide con
el inicial s6lo si se satisface

V9 (2r) = cos(2mcosby) = V{ =1,

_ sen(2r cos ) (2.293)

Ve(ar) = =V =0,

sen 6y
lo cual s6lo ocurre si cosfy = 0, es decir, si la trayectoria de la latitud constante es el
ecuador, definido por §p = 7. En general, a partir de la primera igualdad de (2.293),
concluimos que el transporte paralelo de cualquier vector V alrededor de un paralelo con
angulo 0y resulta en que V(27) es una rotacion de V(0) por un angulo cos y sobre el plano

tangente al punto de inicio y fin de la trayectoria.

Reformulando y resolviendo las ecuaciones diferenciales en términos del vector renor-
malizado'® V = (V¢ sendV¥)T las soluciones (2.291) por 8 = 6 fijo se pueden reescribir
como

Ve(np) = 1709 cos(p cos bp) + ‘A/Ow sen(p cos b)),

N N R 2.294
V() = Vi cos(p cos ) — V¢ sen(p cos ), ( )

15El vector renormalizado esta dado por (2.234) y (2.235).
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N

de donde observamos que la relacion entre V(p = 27) y V(¢ = 0) esta dada por
70 70
<¥w> | — < c0s(27w) Sen(zw)) <Y0 ) . w=cosy e (—1,1).  (2.295)

—sen(2nw) cos(27w) ) \Vy
Es decir, la matriz que relaciona V' (27) con V(0) es una representacion bidimensional del
grupo de rotaciones SO(2).

=27

2.7. Tensor de Riemann

Como hemos visto, una variedad es curva solo si I'“g,, , # 0 en todo sistema coordena-
do. Entonces las derivadas de los simbolos de Christoffel podrian ser una medida ttil de
curvatura. Sin embargo, no son tensores y no es obvio como generalizarlos a tensores.

Por otro lado, como hemos ilustrado en el ejemplo 2.4, en una variedad con curvatura el
efecto del transporte paralelo sobre tensores a lo largo de un circuito cerrado es no trivial,
por lo que el grupo de holonomia es no trivial cuando existe curvatura.

Podemos combinar ambas observaciones para obtener una medida tensorial de la curva-
tura. Consideremos el transporte paralelo de un vector en el circuito ABCD representado
en la figura 2.13, donde da*, §a” se consideran como valores constantes infinitesimalmente
pequenos a lo largo de las direcciones fijas z# o x¥, tales que los tensores casi no cambian
con el transporte paralelo a lo largo de las trayectorias. Consideremos que V = V; en la
posicion inicial A. A partir de la ecuacion del transporte paralelo de un vector V,

av’ v dz”
—— + TP, VT = [P, Ve ) —— = 2.2
ot Vv 0 <8:L‘” + Vv > o 0, (2.296)
obtenemos la ecuacion diferencial a lo largo de x¥ (para v fija)
VP, =-T1%,V* V3 (2.297)

para las componentes del vector. Esta expresion es valida s6lo si suponemos que la trayec-
toria a lo largo de la que se transporta el vector V' depende tinicamente de la direccion fija
x¥, tal que dz#/d\ = 0 para pu # v.

Para calcular el cambio en V' como un efecto del transporte paralelo a lo largo de la
curva AB en la direccion z¥, podemos emplear

B ayh
A a.ﬁUV

B
AB: VP(B)=V"+ dz” = VP — / I, V*da”, (con v fija), (2.298)
A

donde la integral es a lo largo de la direccion fija ¥ (entonces, no hay suma sobre v) y V;
denota el vector V' en su forma original desde A. Podemos usar férmulas similares para las
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oH — gt
z#* = a* + fat
B -Lx”—a”—f—éa”
C
xl/
A /]T a:.l/:al/

Figura 2.13: Circuito ABCD a lo largo del cual un vector V es transportado paralelamente.

trayectorias BC, CD y DA:

C
BC: VA((C)=VA(B)- /B 1%, Vedz!, (con u fija), (2.299)
D
cD: V3D)=Vvi0C) - / %, Vez”, (con v fija), (2.300)
C
A
DA: V] =V#D) —/ 0%, Vedz", (con u fija), (2.301)
D

donde Vy denota la forma final de V' después del transporte paralelo en el circuito ABCD.

Si el espacio es curvo, esperamos que
VP =vi —vP £o0. (2.302)

En términos de las integrales, §V? se convierte en

B D c A

oVP = — / 7, Vode” — / %, Veda” — / A, Vedet — / %, Vedzt. (2.303)
A c B D

Vemos que a lo largo de cada intervalo recorrido, el integrando debe evaluarse en valores

fijos de x* o x¥, dependiendo de la direcciéon. Por ejemplo, en la trayectoria AB debemos

evaluar el integrando con x* = a*, mientras que z* = a* + da* debe usarse a lo largo C'D.

Como da* y da” son pequenos, tenemos que

0
B «a ~ 154 «a nw_ Y B «
oV eV bt (V)| (2.304)
es una buena aproximaci()n. COI] esto en mente, vemos que, por ejemplo,
B D
_/ Fﬁauvadxy _/ Fﬁauvadxy ~ (2305)
A C

B 5 D 5 D s
_ v a _ v a — dat v @
/A Az (e V )a;:“:a# /C e (aV )zf‘:a# oa /C Az oV )’u at=at’
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que, usando
B D
/ dz” = éa” y / dz¥ = —da” (2.306)
A C
y la suposicion de que I'?,, V® y sus derivadas apenas cambian con z¥, obtenemos

B D
- / ., vedz” — / [P, Voda” = da” (—TP, VE + TP, V) + da"5a” (TP 0, V) .

A C
(2.307)
Repitiendo estos pasos para las integrales restantes en (2.303), conseguimos finalmente

oV = sarsa” (TP, V), — da'da” (TP, V),
= daktda’[TP,,, Ve — TP, 1% VY T8, Ve + T8, 1% V] (2.308)
=06a8a”[TP oy — TP T oy — TP + TP, 17,1V,

(sin sumar sobre p, v) donde hemos empleado (2.297) e intercambiamos los indices v y « en
los dos términos con V7 en el paso intermedio. Es 1til definir la cantidad en los corchetes
como el tensor de Riemann o el tensor de curvatura de Riemann

RﬁaW = Fﬁa,,,u - Fﬁwlwau - Fﬁw,y + F'BWFWW. tensor de Riemann (2.309)

Aplicando la definicion de derivada covariante, es posible comprobar que el tensor de
Riemann también resulta del conmutador [Dm D) = D,D, — D,D,, actuando sobre un
vector arbitrario (ejercicio 2.18),

[D}M Dl/]vﬁ = Rﬁauuva . (2310)

Esta expresion, que en mateméticas es considerada la definicién del tensor de Riemann,
significa que también al transportar V a lo largo de las direcciones z* y z¥ en ese orden
v luego en el order inverso conduce a distintos resultados, cuya diferencia es caracterizada
por el tensor de Riemann. Ademas, (2.310) permite hacer una anotaciéon adicional. Debido
a que el lado izquierdo de la expresion es enteramente tensorial (contiene s6lo componentes
de tensores), también el lado derecho debe serlo. De esta forma, comprobamos que RP ap
son las componentes de un tensor; por lo tanto, sus componentes se deben transformar
ante difeomorfismos como

o B 02" 9x® dxt OxY
W 9B 9x Qa Dz MM

como verificamos usando las propiedades de transformacién de la conexién en el apéndice B.

(2.311)

La relacion (2.310) puede generalizarse para cualquier tensor empleando (2.213) (ejer-
cicio 2.18) como

Dy DyJt5, = B o t™,  + BP0t + . (2.312)
— Rty — RO t™Ry —
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lo que implica que, en espacio o espacio—tiempo curvo, las derivadas covariantes no con-
mutan.

Una observaciéon significativa sobre el tensor de Riemann es que la expansiéon de la
métrica hasta segundo orden en z*, al centrar el sistema coordenado en cualquier punto
de una variedad Riemanniana, se puede expresar como

1

G = Sy — ngﬁx%ﬂ : (2.313)

donde
Ruuaﬂ = guAR)\Va,B .

La expansion (2.313) muestra que el tensor de Riemann es una forma de “medir” qué tan
grandes son las desviaciones de la métrica curva con respecto a la métrica plana. El mismo
resultado aplica para variedades Lorentzianas, en las que solamente es preciso reemplazar
Ouv POT Ty

2.7.1. Simetrias del tensor de Riemann

El tensor de Riemann tiene un niimero de propiedades de simetria que podemos observar
facilmente si consideramos una localidad alrededor de un punto P de la variedad. Como la
variedad es localmente plana, entonces g®? .o = 0 locamente, lo cual implica que alrededor
de cada punto

1
Faﬂy’g - 5 gaﬁ(gﬂuﬂjg + gBV7/"/J - g},LV,,BO')7 (2314)

y, como I'“,,, = 0 en espacio plano con coordenadas Cartesianas,

Rﬁaﬁw = F'Bav,u - Pﬁauw =3 gﬁv (Gyawp + Guyan = Jovu = Gyawp — Guysar + Gapyw)

1
) gﬁﬂ/(gl/%au — Gowyu + Japw = Gpryav)-

(2.315)
Bajando el primer indice mediante el tensor métrico, se obtiene
1
A A
Ra,@uy = ga)\R Buv = 5 garg ’Y(gllw,ﬁp‘ — 9Bvyu + 9Buyv — g;w,ﬁu)
:504’\/ (2316)

1
= 5 (gua,ﬂ,u — 9Bv,an + 9Bp,ov — gua,ﬁu)-

Como hemos visto, el tensor métrico es simétrico, por lo que podemos verificar las siguientes
relaciones (ejercicio 2.18):

Raﬁ,uu = _R,Ba;w, (2317)
Ra,gw, = —Ra,gyu, (2.318)
Ropguw = Ruvagp- (2.319)
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Como estas relaciones son tensoriales, deben ser validas para cualquier sistema de coorde-
nadas posible sobre los distintos puntos de la variedad; es decir, estas relaciones son validas
sobre toda la variedad, no so6lo localmente. Ademaés, es posible verificar la propiedad ciclica

Raﬁ,uy + Ral/ﬁy, + Rauyﬂ =0. (2320)

Las propiedades de simetria del tensor de Riemann indican que no todas sus compo-
nentes son independientes. De (2.317) y (2.318) concluimos que cada par de indices es
antisimétrico; en d dimensiones obtenemos %d(d — 1) componentes independientes para
cada par, y después, usando la propiedad simétrica (2.319), podemos determinar que el
nimero de componentes libres es

% [;d(d - 1)] Bd(d —1)+ 1] = éd(d —1)(d®—d+2). (2.321)

Sin embargo, la propiedad ciclica de los tultimos indices, (2.320), impone

d!

(d— 4)! A1 (2:522)

restricciones, reduciendo el ntimero de grados de libertad del tensor de curvatura a
1 1
Cy= gd(d —1)(d* —d+2) — ﬂd(d —1)(d* — 5d + 6)
1
= opdld - 1)(3d? — 3d + 6 — d? + 5d — 6) (2.323)
L oo o
= — -1

en d dimensiones. Por lo tanto, en cuatro dimensiones hay solamente Cy = 20 componentes
independientes.

2.8. Identidades de Bianchi, tensores de Ricci y Einstein

De la expresion local (2.316) para Ragu,, vemos que alrededor de cada punto de la
variedad

1
Raﬁ,uu,)\ = i(gua,ﬁu)\ — 9Bv,au) + 9Bu,av\ — g,uoz,ﬁzz/\)~ (2324)
Anélogamente, para algunas permutaciones de indices, encontramos
1
Roaﬁ)\u,l/ = 5(9;10476)\1/ — 9Bu,alv + 98N\ auv — g)\a,ﬁuu) (2325)
1
RO&BV}\,M = 7(9)«1,,6’1/;1‘ — 9B\ avp + 9pv,adu — gua,ﬂ)\u)- (2326)

2
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Al sumar estas tres expresiones, encontramos que localmente (en espacio plano) debe sa-
tisfacerse

Raﬁuu,)\ + Raﬁ)\,u,u + Raﬁu)\,p, =0. (2.327)

Esta expresion puede generalizarse para la variedad completa con la ecuacién tensorial
s A ey 0 Lt — ) identidad de Bianchi geométrica (2.328)

que es conocida como identidad de Bianchi geométrica. La identidad de Bianchi puede
escribirse de manera alternativa como R,gj,.;)) = 0 usando las propiedades de simetria del
tensor de Riemann.

Para descubrir la importancia de las identidades de Bianchi, definimos algunas contrac-
ciones Tutiles del tensor de Riemann descubiertas por Ricci:

Raﬂ = Rua,uﬁ = g'uVRz/auﬁ, (2329)
R =g¢"R,, =R", = g" 9" Roup- (2.330)

La ecuacion (2.329) define las componentes del tensor de Ricci, las cuales pueden expresarse
explicitamente, al reemplazar (2.309) en (2.329), como

Rag =Tagu =T ap = Tapp + 17501 s (2.331)

Notamos directamente que el tensor de Ricci es simétrico, es decir, R,3 = Rg,. La ecua-
cion (2.330) define el llamado escalar de Ricci. Vemos que, como ambos surgen de R,gu,
también deben contener informacién importante acerca de la curvatura del espacio.

Con estas definiciones, podemos ver que la identidad de Bianchi puede contraerse,
obteniendo la identidad de Bianchi contraida'®

9" (Rapuvin + Rapapw + Rapuru)
= Rﬁl/;)\ + RM/B)\;,L;V + RuﬂyA;y) (2332)
= Rguin — Rpxw + Rgunu = 0.
Esta identidad establece una relacién entre las derivadas de los tensores de Riemann y de

Ricci. Una relacion mucho més importante se obtiene al contraer la identidad de Bianchi
una vez mas

gﬁy(RB'”)‘ — Rgxw + Rgunu) = Bix — Ry + B ony
=R — R\, — R\
=R\ —2R"yy = Ry — 290 ™) = 0. (2.333)

16Usamos la compatibilidad de la métrica, g**., = 0.
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Si definimos el tensor de Einstein como
4 174 1 v . .
GH = RF — ig“ R tensor de Einstein (2.334)
y reescribimos la tltima igualdad de la ecuaciéon (2.333), encontramos que
2 2

1 1

donde empleamos la simetria de R, y g,., que implica también que G** = G"*.

Este es un resultado muy interesante. Vemos que D,G*” = 0 se parece a la ecuacién
de conservacion energia-momento para un sistema de muchas particulas, D, T#*” = 0. De
hecho, este parecido es mucho mas que eso, como Einstein descubrié. Como discutiremos
en el siguiente capitulo con todo detalle, esta comparacion revela que el tensor (geométri-
co) de Einstein y el tensor de energia—momento estan relacionados mediante las llamadas
ecuaciones de campo de Einstein

TG N
= 4

87G N
4 b

GH TW = gTH, k= ecs. de campo de Einstein (2.336)

C C

donde Gy es la constante gravitacional de Newton. Esto denota las %d(d + 1) ecuaciones
de campo de Einstein y, como veremos en breve, son el nucleo de la relatividad general.

2.9. Vectores de Killing y simetrias del espacio—tiempo™

Como hemos visto en el capitulo anterior, las transformaciones de Lorentz son difeo-
morfismos de la métrica de Minkowski que la dejan invariante, es decir, son isometrias
de la métrica de Minkowski. Debido a esta propiedad, cualesquiera marcos de referencia
relacionados por una transformacion de Lorentz son equivalentes y, por lo tanto, la fisica
observada en esos marcos de referencia es la misma. En otras palabras, las transformaciones
de Lorentz son simetrias de sistemas fisicos basados en la geometria del espacio—tiempo de
Minkowski.

En general, toda isometria de una métrica dada corresponde a una simetria del espacio—
tiempo correspondiente. En esta secciéon estudiamos una forma t1til de caracterizar las
simetrias del espacio—tiempo y, por lo tanto, las simetrias que deben obedecer los sistemas
fisicos en €él, por medio de los llamados vectores de Killing.

Comencemos considerando el difeomorfismo infinitesimal dado por

o =gl pelt,  e< 1, (2.337)
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donde ¢ es un vector (o campo vectorial) que caracteriza la transformacion. Notamos
directamente que
ozt
or®
Como consecuencia de este difeomorfismo, las componentes de las métricas en las distintas
coordenadas estan relacionadas, de acuerdo a (2.83), por

— 6 e, (2.338)

ozt dzV'
9ap(@) = 55 g9 (7') - (2.339)

Debido a que el difeomorfismo (2.337) es infinitesimal y a su estructura, notamos que las
componentes de la métrica en las coordenadas transformadas se pueden expresar como una
serie alrededor de las coordenadas no transformadas x, dada por

Gurvr (@) = G () + €€V gy () + O(7) . (2.340)

Sustituyendo (2.338) y (2.340) en (2.339), obtenemos

Jap = (O + €€ 0) (05 + €€ 5) (g + €€ gy + O(€%))
R Gap + € (€ 059w + OhE” 9w + 0h05E7 gy ) (2.341)
= gap + € (98" 0 + gau€” 3 + & gapu)
en donde hemos retenido sblo los términos a orden € en el segundo renglén, y en el tltimo
renglén hemos empleado la simetria de g, y renombrado el indice v como p.

Observando que

los términos en paréntesis en (2.341) pueden simplificarse a

gﬁ,ug#,a + gauf”,ﬁ + gugaﬂ,u = gﬁ,a - gﬁu,afu + ga,ﬂ - gau,ﬂ&“ + gugaﬁ,u
= &t — (9800 + Jopns = Gopu)
= gﬁ,a + fa,ﬁ - g,u QQuAF/\aﬁ
= fﬁ,a + fa,ﬁ - 2FA0¢,6’§>\
= &patEaps (2.342)

donde la tercera igualdad es consecuencia de la forma de los simbolos de Christoffel (2.221)
en términos de las componentes de la métrica, y en el ultimo paso hemos empleado la
accion de la derivada covariante en 1-formas (2.209). Empleando este resultado en (2.341),
descubrimos que la relacién entre las componentes de la métrica antes y después de la
transformacion (2.337) se puede reexpresar en la forma compacta

gaﬁ ~ gaﬁ +e€ (gﬁ;a + Ea;ﬁ) 5 (2343)
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a primer orden en e. Por lo tanto, si (2.337) es una isometria de la métrica g, se debe
satisfacer

28(8;0) = &pra T €aip = 0, ecuacion de Killing (2.344)

conocida como la ecuacion de Killing. El vector £ es llamado vector de Killing o campo
de Killing. Dada una métrica, los vectores de Killing £ = e, asociados a las soluciones
de (2.344) representan simetrias del espacio—tiempo caracterizado por g y son considerados
los generadores de estas simetrias. Consecuentemente, existen tantos vectores de Killing
independientes como simetrias tiene el espacio—tiempo descrito por la métrica.

Un caso particular de isometrias de un espacio—tiempo ocurre cuando el tensor métrico
no depende de una determinada coordenada x*°. En este caso, heredando el lenguaje de la
mecéanica Newtoniana, se le llama a "0 coordenada ciclica. Observando (2.341), notamos
que el difeomorfismo

/
“w “w “w
ot =zat +ed)

ek 1 (2.345)
es una isometria, pues gng,,, = 0 por suposicion y la derivada de £ = o, se anula. Las
componentes £, = gaudly = Jap, satisfacen la ecuacion de Killing debido a la compatibili-

dad de la métrica y su conexion.

2.9.1. Cantidades conservadas en geodésicas

Como vimos en la seccion 1.9.4, el teorema de Noether establece que la existencia de
una simetria prescribe la apariciéon de una cantidad conservada. Esto es particularmente
cierto a lo largo de trayectorias geodésicas que, como veremos en el capitulo siguiente,
describen sistemas que pueden interpretarse como inerciales.

Para determinar la estructura de las cantidades conservadas a lo largo de trayectorias
geodésicas, consideremos que la geodésica esta descrita por la curva z = z(\) en términos
del parametro afin . Estudiemos ahora la derivada del producto escalar de un vector (dual)
de Killing con el vector tangente a la trayectoria geodésica,

d dz® dz® dz? d (dz®

—a— ) =bas——+E&— | — ). 2.34

d)\<€ d/\> SN d)\+£d)\<d)\> (2.346)
A lo largo de una geodésica, de acuerdo a (2.258), el segundo término puede expresarse en
términos de los simbolos de Christoffel, lo que conduce a

4 gdia —¢ @@M _ro dat da?
dy " an ) T Sy Ay e HETAN A
dz® da?
_ ™ dz™ dz” (2.347)
(ga“@ F QBE'Y) d)\ d)\
dz® dz?

BTN
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en donde la segunda igualdad se obtiene al reemplazar los indices mudos @« - vy p — a.
Podemos expresar este resultado como la suma de dos términos idénticos salvo por el
intercambio de los indices o <+ [, lo que, empleando la simetria de las derivadas con
respecto a A, permite concluir que

d dz® 1 dz® dzf
O (fadA) = gl ) gy = 0 (2:348)

porque ¢ satisface la ecuacion de Killing (2.344).

El resultado (2.348) indica que si x = x(\) describe una curva geodésica y £ es un
vector de Killing, entonces a lo largo de la trayectoria existe una cantidad conservada que
esta dada por

dz®
‘faa =T = £9T, = cte, (2.349)
donde T es el vector tangente a la trayectoria geodésica, empleando la notacién de la
seccion 2.6.3.

Notemos que si lo que se desplaza a lo largo de la geodésica es una particula con masa
m, es posible definir su tiempo propio 7 tal que el pardametro afin esté dado por mA = .
En este caso, (2.349) puede reexpresarse en términos del 4-momento p = mdz/dr como

Yo = cte. 2.350
£%p (2.350)

Adicionalmente, si la métrica tiene una coordenada ciclica 9, la cantidad conservada se
simplifica (porque &* = ¢l,,) a
Puo = Guowp” = cte, (2.351)

conocido como el momento conjugado a la coordenada clasica. A pesar de la forma en la
que hemos obtenido (2.351), es facil convencerse de que esta expresion es también vélida
para particulas no masivas si identificamos p* = T".

2.9.2. Simetrias del espacio—tiempo de Minkowski

Como un ejemplo de nuestros resultados, busquemos las simetrias del espacio—tiempo de
Minkowski en coordenadas Cartesianas. Las componentes del tensor métrico pueden repre-
sentarse por la matriz diagonal constante n = diag(1,—1,—1, —1). Debido a que F)‘aﬁ =0
para todos los valores de «, 3, A, la ecuacion de Killing se simplifica a

56,04 + faﬂ =0. (2.352)

Derivando esta expresiéon con respecto a x*, obtenemos

gﬁ,au =+ foa,,Bu =0. (2.353)



140 Geometria en relatividad

Por permutacion de los indices, vemos que también las siguientes ecuaciones son validas:

EuBat+E&8ua =0,  &auptE&uas =0, (2.354)

de donde conseguimos

fﬁ,au + éa,ﬁu + fu,ﬁa + fﬁ,ua - fcx,uﬂ - g,u,aﬁ = 256,(1# =0. (2'355)

Esta dltima representacion de la ecuacion de Killing en el espacio-tiempo plano puede
resolverse facilmente. Sus soluciones son

Eo = Qo + bz, aa,bor €R. (2.356)

Insertando este resultado en la ecuacion de Killing (2.352), encontramos que
b5AGa + bardy = bga + bag =0, (2.357)

es decir, la matriz de valores (b,)) es antisimétrica.

En el espacio-tiempo de Minkowski, el ntimero de vectores de Killing depende del
namero de valores independientes de a, y by en (2.356). En 4 dimensiones hay 4 a,, v,
debido a su antisimetria, 6 b,) independientes, por lo que hay 10 vectores de Killing vy,
consecuentemente, 10 simetrias asociadas al espacio—tiempo de Minkowski.

Las 4 simetrias expresadas en términos de &, = ao (con byy = 0), « = 0,...,3, estan
asociadas a las cuatro coordenadas ciclicas z* (ausentes en la métrica de Minkowski). Nor-
malizando a la unidad, obtenemos que los vectores de Killing asociados a las coordenadas
ciclicas pueden expresarse como

{(a) = dhey = eq = o (2.358)

para cada «, donde hemos empleado en la dltima igualdad la expresion de los vectores
base (2.38). La letra en paréntesis no denota dependencia alguna de los vectores de Killing;
se trata de una etiqueta para identificarlos.

Los 4 vectores de Killing dados por (2.358) corresponden, de acuerdo a (2.337), a sime-
trias bajo traslaciones espacio—temporales en las 4 coordenadas Cartesianas del espacio—
tiempo de Minkowski. Las cantidades conservadas asociadas a estos vectores de Killing a lo
largo de geodésicas, segun (2.351), son pg = E/c y las componentes del momento espacial
p. La expresion (2.358) aporta una informacion adicional: los generadores de las trasla-
ciones son los operadores diferenciales 0., como es bien sabido en mecénica. Una manera
alternativa de escribir estos 4 vectores de Killing, aunque mucho menos informativa es

£(0) = (1,0,0,0)T, £(1) = (0,1,0,0)T, £(2) = (0,0,1,0)7, £(3) =(0,0,0,1)T (2.359)
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en la base del espacio de vectores, {e,}.

Por otro lado, las 6 simetrias asociadas a las soluciones £, = byyz? (con a, = 0)
corresponden a los 6 valores b, independientes. Una eleccién apropiada de éstos es

{b12, b13, ba3, bo1, bo2, bos },

tales que para cada vector de Killing &(a, A), con v y A fijos, s6lo byy = 2 = —by, (el valor
ha sido elegido con el proposito de simplificar las expresiones) y todos los otros elementos
son nulos. En general, los vectores de Killing pueden escribirse como

5(04, )‘) = guaba)\l'/\e,u
1

=3 (g”abawA + g‘“bmx“) e (2.360)

1
= Sba (g‘”xA - g’”x“) e,

donde hemos empleado la antisimetria de b,).

Para identificar claramente los vectores de Killing, separamos ahora los valores no nulos
de b en aquéllos con indices puramente espaciales, {bi2,b13,b23}, ¥ los que tienen indices
mezclados, {bo1,bo2,bo3}. Denotando los vectores de Killing puramente espaciales como
£(i,7), 1,5 = 1,2,3, reemplazando b;; = 2 y reescribiendo las componentes espaciales de la
métrica como g = —55 , vemos que en este caso (2.360) implica

o 1 o o
5(2,3) = 5bij (glﬂx] _ gwxz) ey

1 . )
= —5bij (5fo - 5??“) €u (2.361)
= —xjei + xiej
= :ci(‘?j - Ct?jai .
Notamos que la accién de £(i,5) sobre ¢ es £(i, )z’ = —a7, y sobre 27 es £(i, j)a) = at,

lo que corresponde a una rotacion por m/2 en el plano (7, ) a favor de las manecillas del
reloj. Por lo tanto, identificamos que los 3 vectores de Killing £(4, j) asociados a b;; # 0
corresponden a los generadores de rotaciones espaciales en los 3 planos (i, ). De hecho,
el operador (i, ) = x'0; — 270; es conocido en mecénica como el operador de momento
angular. En una notacién alternativa, los vectores de Killing pueden escribirse como

5(172) = (0’ *55271'170)717 6(173) = (07 *1‘370,$1)T7 6(273) = (0,0, *l‘g’x2)T . (2362)

En total analogia con estos resultados, encontramos que los generadores de las simetrias
espacio—temporales estan dados por

£(0,7) = z'eg + 2%; = 2°9y + 2°9; . (2.363)
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La diferencia en el signo surge de que, en este caso, deberemos considerar también que
g™ = —1—5’5 . Las rotaciones espacio—temporales en el espacio-tiempo de Minkowski que lo
dejan invariante son precisamente los boosts de Lorentz, por lo que (2.363) representa a
los generadores de los boosts. Estos vectores de Killing también pueden reescribirse como

€(0,1) = (2',2%,0,007, €(0,2) = (2%,0,2°,0)", £(0,3) = (2%,0,0,29".  (2.364)

Aplicando un célculo similar al mostrado en (2.361), notamos que, en general, la can-
tidad conservada asociada a &(a, \) a lo largo de una geodésica esta dada por

1
¢(a, )\)“Pu = §ba/\ <gua$)\ - gqua) Pu
1
= Eb,ﬂ (pax)‘ — p/\a:a) .

Sustituyendo el valor elegido para b,y = 2, encontramos que la cantidad conservada co-
rresponde a

(2.365)

phat — pra® (2.366)
que coincide justamente con los elementos de la matriz (M) de (1.121), que, segtn dis-
cutimos en la seccién 1.9.4, contiene las cantidades conservadas asociadas con las transfor-
maciones de Lorentz: las componentes del momento angular tridimensional y del momento
lineal del centro de inercia del sistema que se desplaza en la trayectoria geodésica.

Mediante este estudio, hemos mostrado formalmente que las simetrias del espacio de
Minkowski corresponden justamente a las asociadas al grupo de Poincaré, como anticipamos
desde un punto de vista muy diferente en la seccién 1.9.4.

2.10. Densidades tensoriales*

Hemos visto que, para describir un sistema en una base y de una manera geométrica-
mente independiente, el formalismo tensorial es una gran herramienta. Desafortunadamen-
te, no todas las cantidades pueden escribirse como tensores (por ejemplo, la conexion de
Levi-Civita no es un tensor). Este es el caso del simbolo de Levi-Civita en d dimensiones,
que se puede expresar en cualquier sistema coordenado como

+1 permutaciones pares
ghkztd —g .. .ug =14 —1 permutaciones impares (2.367)

0 de otra manera.

El simbolo de Levi-Civita no es una cantidad tensorial. Sin embargo, es posible construir
un tensor a partir de él. Para empezar, recordemos que el determinante |A| de una matriz
A cuadrada d-dimensional con componentes A;; satisface la relacion

gilizmidAilhAizjz e 'Aidjd = |A|gj1j2--~jd ) (2'368)
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con suma sobre indices repetidos.'”
Aplicando el resultado (2.368) para la matriz Jacobiana de un difeomorfismo, aqui
!
denotada como %%, encontramos que
- ox'| Oxk1 gzHz Qxhd
E‘ ... .
HAH2 B b1l §ahty Dzt

SuiHyry = | g (2.369)

Analogamente, para la matriz correspondiente a la inversa del difeomorfismo obtenemos

ox Azt HxHe Oxta
G zpape.p ..
o S daxﬂl T TR (2.370)

SHA MYy — ’

donde |%| puede ser sustituido por la inversa del determinante Jacobiano |%—§;\_1 debido
a las reglas del determinante. Observamos que las expresiones anteriores se parecen a
las transformaciones ante difeomorfismos de las componentes de un tensor, salvo por la
aparicién del determinante Jacobiano.

Cualquier cantidad p que se transforma ante difeomorfismos como tensor, excepto por
una potencia w del determinante Jacobiano como factor se llama densidad tensorial de peso
w. Por lo tanto, €, ,...., €s una densidad tensorial de peso w = +1, mientras que gt#2-#d
tiene peso w = —1.

El simbolo del Levi-Civita no es la tnica densidad tensorial. Es posible mostrar que el
determinante de la métrica |g| se transforma como

oz’ |2
== , 2.371
gl =15, ldl (2.371)
por lo que |g| es una densidad tensorial de peso w = —2.

Este ultimo resultado es el que permite, a partir de una densidad tensorial, construir
una cantidad que se transforma como tensor ante difeomorfismos, a la que llamaremos
pseudotensor. El pseudotensor p asociado a una densidad tensorial p de peso w se define
como

p=1g“p. (2.372)

Si las componentes de la densidad tensorial p exhiben M superindices y N subindices,
entonces se transforman bajo difeomorfismos como

o' |¥ 9z Oat 9x  daN (2.373)
e R R T T e A e |

1---UN’
lo que puede ser reescrito como una transformacion tensorial habitual,

G — O’ |7 ’g‘w/2

Zan7ea oz

P

/ /
V1 VN
T _ Ot Ozt 9zt O
/ / -
eV QxMt QxEM 9Vt GV

preeEM (2.374)

vi...UN

1"Esta expresion de algebra lineal no es tensorial, razén por la que no se han empleado distintas posiciones
para los indices.
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Entonces, concluimos que el pseudotensor para la densidad tensorial de Levi-Civita es

~ 1
i pnopiy = /’9’5u1u2---ud7 ghik2pd — Tgmuz‘..ud. (2.375)
g

El hecho de que necesitamos dos expresiones explica por qué estas cantidades tensoriales
no son realmente tensores, sino solamente pseudotensores.

Otra densidad 1til es el elemento de volumen en d dimensiones, que se transforma como

3o — ‘81:’

o d%z (2.376)

es decir, es una densidad tensorial de peso w = 1. Por lo tanto, las integrales covariantes
deben contener

diz = \/|g|d%z, (2.377)

para que se transformen de manera tensorial. Nuevamente, en una variedad Lorentziana
de signatura (3,1), como el espacio-tiempo de Minkowski, el determinante |g| debe ser
reemplazado por —|g| para que sea positivo definido.

Los pseudotensores son importantes para construir la teoria covariante. Por ejemplo,
en espacio curvo (o, en coordenadas curvilineas generalizadas), es € y no € lo que aparece
en la definicion del tensor dual de Hodge del tensor Faraday,

s = Lo, L L zwep

5 o =5 o o (2.378)

que solamente en un espacio plano coincide con la expresion que se usd anteriormente
en (2.148), justificando la notacion ahi empleada.

Ejercicios

2.1 Transformacion de Lorentz inversa.

(a) Muestre que si A1 es la inversa de un boost de Lorentz a lo largo de la direccion 2!, entonces
satisface (1.118).

(b) Se dice que, asi como la métrica de Minkowski n = (1),,,) se emplea para bajar indices como
n (2.5), la inversa de la métrica n=* = (n*¥) se emplea para subir indices. Reescriba (1.118)
en términos de componentes (con indices) empleando (2.5).

2.2 Transformaciones de tensores.
(a) A partir de la transformacion de las componentes de un vector y la invariancia de tensores,
obtenga la regla de transformaciéon de las componentes de una 1-forma,V = V,w*".

(b) De la regla de transformacion de las componentes de vectores y 1-formas obtenga la regla de
transformacion de las componentes de un tensor ¢ definido como en (2.81).
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2.3 Operadores de proyeccion.

Un operador de proyeccion P es una transformacion lineal que mapea un espacio vectorial en si
mismo y que cumple P? = P. Sea P un operador de proyeccién cuyas componentes estan dadas
por PH = nt" — sts” donde s es un 4-vector temporaloide unitario, es decir, s*s, = 1, y 7" son
las componentes del tensor métrico inverso. Suponga que P mapea un vector v a un vector w, es
decir, P*, 0¥ = wh.

(a) Demuestre que w es ortogonal a s.
(b) Demuestre que P? = P, es decir, P*gP? ot = P vt

(¢) Con base en los incisos anteriores, jcomo son las componentes de P si s es ahora espacialoide
y unitario, es decir, s*s, = —1, y P preserva sus propiedades?

2.4 Preguntas conceptuales.
(a) Suponga que un objeto T con componentes TH" es definido como la suma directa de dos
vectores, tal que T = A* + BY. ;Es T"” un tensor? ;Por qué?

(b) ;Son las siguientes expresiones correctas? Justifique su respuesta.
A BY = AL BYY, 0, APV =, APV noéﬁnon““’BVMC/\‘S = n)‘”’ABH”B‘S”C,ﬂ;.

2.5 Parte simétrica y antisimétrica de un tensor.

En general, intercambiar los indices genera un tensor distinto al original. Sin embargo, es posible
definir simetria y antisimetria en un tensor, como se vio en la secciéon 2.1.7. Emplee las definiciones
para la parte simétrica (2.96) y antisimétrica (2.103) de un tensor para resolver los siguientes
ejercicios.

(a) Aplique las definiciones mencionadas para dar expresiones de T(agy, Tiag], T(apy) Y Tiap]-

(b) Muestre que un tensor de rango (0,2) que es antisimétrico en un sistema de referencia es
antisimétrico en todos.

(c) Sean A,, las componentes de un tensor antisimétrico y sean S*” las componentes de un

tensor simétrico. Muestre que
v
A SH =0.

(d) Muestre que si V), son las componentes de un tensor arbitrario, entonces
1
VYA, = i(VW - VM)A,
1
VIS, = §(VW +V")S,0.

donde A y S son los tensores definidos en el inciso anterior.

2.6 Tensor de rango 2.
Suponga que A, son las componentes de un tensor simétrico de rango (0, 2).

(a) Muestre que
8AW aAuA 8A>\,u
9z T owr | o

son las componentes de un tensor de rango (0, 3).

B)\,ul/ =
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(b) Muestre que B es un tensor completamente simétrico.
(c) Determine el nimero de componentes independientes que tiene este tensor.

2.7 Tensor de Faraday y electromagnetismo.
Considere que A, denota las componentes de una 1-forma (correspondiente al 4-potencial electro-
magnético).

(a) Muestre que la eleccion del tensor de Faraday (2.124) conduce a la fuerza de Lorentz habi-

tual (2.119) al sustituirlo en la relacién tensorial (2.120).

(b) Muestre que la ecuaciéon (2.139) corresponde a las componentes de un tensor de rango dos.
Sugerencia: las componentes de un tensor se transforman de una forma precisa bajo la accion
del grupo de Lorentz.

(¢) Muestre que se cumple la ecuacion (2.140).

(d) Encuentre todas las simetrias bajo intercambio de indices de la identidad de Bianchi (2.140).
Sugerencia: hay simetrias bajo intercambio de dos o tres indices.

(e) Muestre que la relacion (2.144) conduce a dos de las ecuaciones de Maxwell (2.118).

2.8 Simbolo de Levi-Civita y delta de Kronecker.
Se definen las componentes del simbolo de Levi-Civita de rango 4 (es espacio—tiempo plano) como

+1 permutaciones de (g1 papizits) pares,
ghthzbislia — & 1 permutaciones de (u1uopsfty) impares,

0 indices repetidos.

Se definen también las componentes del tensor § como

oo
Vleeln
5u1-~un = det : ) :
v1 . Un
5”n 5/471

Con base en las definiciones anteriores, resuelva lo siguiente:

Muestre que en el espacio-tiempo de Minkowski e®#7* = —EaByA-

(a
(b
(c
(d

Evaliie 45,277

Muestre que la delta de Kronecker con componentes 4, es un tensor.

N N N

Tome 5% y muestre que es antisimétrica tanto en los indices superiores como en los inferiores.
w1 opvaf
(e) Muestre que 637 = —g¢ EXvaB-

2.9 Operador estrella de Hodge y electromagnetismo en espacio—tiempo plano.

De manera superficial, una r-forma se puede entender como un tensor de rango r completamente
antisimetrizado. Por ejemplo, el tensor de Faraday es una 2-forma. El espacio vectorial de r-formas
es isomorfo al espacio de (d — r)-formas en una variedad d-dimensional. Es natural entonces definir
un isomorfismo entre estos espacios mediante el operador estrella x (o dual de Hodge). De esta
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forma a un tensor antisimétrico ¢ de rango r se le asigna un tensor antisimétrico xt de rango d — r

de la siguiente manera:
1

*tiu’l"')u'd—T — 6#1»--#d—rl/1ml/rt

m V1...Up>s

en donde it Hd-r¥1-¥r og |g generalizacion de rango d del simbolo de Levi-Civita.

(a) Muestre que las componentes del tensor dual de Faraday en 4 dimensiones, xF"", coinciden
con las de F'*¥ tras realizar las sustituciones ¥ - —By B — E.

(b) Demuestre que las identidades de Bianchi son equivalentes a la ecuacion 9, x F/ = «FF# =
0. (Sugerencia: contraiga las identidades de Bianchi con un simbolo de Levi-Civita.)

(¢) Muestre que H+F') = —F.

2.10 Electromagnetismo y relatividad especial.

(a) Suponga que un observador viaja a la velocidad relativista w = (u,0,0)7. ;Cu4l seria la
forma, de los campos E’ y B’ medidos por este observador?

(b) Calcule de manera explicita en términos de E y B las cantidades F,,3 F*? y xF,5F*?. ; Cémo
se transforman estas cantidades bajo el grupo de Lorentz?

(c¢) Utilice el resultado anterior para indicar si, dado un marco de referencia donde E # 0 y
B = 0, es posible encontrar otro marco de referencia (o una transformacion de Lorentz)
donde E=0y B # 0.

2.11 Ecuaciones de Maxwell y transformaciones generales de coordenadas.
Como hemos visto, dos ecuaciones de Maxwell son obtenidas de (2.144). Bajo difeomorfismos, los
elementos que aparecen en esa ecuacion se transforman como

o+

’ ’

m v
JH AN F:U'/V, - oxt Ox uv
ozt~ 7

" W i o
=t = i (x), JH—JF = = i Bt ,

para un conjunto de funciones f = (f#*) con Jacobiano diferente de cero.

(a) Muestre explicitamente que (2.144) es invariante bajo transformaciones de Lorentz.

(b) Muestre que (2.144) no es invariante bajo difeomorfismos méas generales que las transforma-
ciones de Lorentz.

(¢) Ante una transformacion de coordenadas, las componentes del tensor métrico se transforman
como
Ox# Oz¥

G = Gan’ ggv I

Utilizando la transformacién anterior para las componentes de g, obtenga la métrica en
coordenadas cilindricas y esféricas.

(d) Considere el cambio de coordenadas (ct,x,y,z) — (ct,r, ¢, z). Utilizando los incisos anterio-
res, encuentre el tensor electromagnético F*¥ en estas nuevas coordenadas.

(e) Calcule F,sF*? en las coordenadas definidas en (d) y compare con el resultado del ejerci-
cio 2.10. ;Coémo se transforman estas cantidades bajo el grupo de Lorentz?
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(f) (Qué tendra que satisfacer el operador 0,, para que (2.144) mantenga su forma ante alguna
transformacion general de coordenadas?

2.12 Fluido perfecto.
Considere el tensor de energia—momento de un fluido perfecto, incluyendo su energia interna,

1
T = S pohU"U" — Py,

con po la densidad de energia en reposo, h la entalpia por unidad de energia definida como h =
14 e+ P/py, € la energia interna por unidad de energia y P la presion.

(a) Demuestre que
urur
Tw—— =po(1 )
W po(l+e)
lo cual define una forma covariante de la densidad de energia p = (1 + €)pg.

(b) Muestre que en un sistema de referencia que se mueve junto con el fluido, el tensor de energia—
momento del fluido perfecto es

T, = diag(p, —P,— P, —P).

2.13 Preguntas conceptuales.

(a) Suponga que las trayectorias de dos particulas libres en algin lugar del universo se interse-
can varias veces. ;Qué propiedad geométrica tendré el espacio? Fisicamente, jcon qué esta
relacionada esa propiedad?

(b) Dado el tensor de esfuerzos electromagnético

1 1
TH = 7@ (FHQFUQ - 4nuyFa6FQﬂ> )
.bajo qué condiciones, en caso de ser posible, esperaria que el fluido electromagnético pudiera
considerarse un fluido perfecto? (Sugerencia: use la forma explicita de F*, F*, y F,.)

2.14 Tensor de energia—momento para un campo de Klein-Gordon.
El tensor de energfa—momento para un campo escalar con masa m en espacio—tiempo plano esta
dado por

1
T;uj = u¢au¢ - inuu(aa(baa(b - m2¢2).

(a) Encuentre la densidad de energia p y la presion P.

(b) Muestre que 9, T" = 0 implica la ecuacion de Klein-Gordon,
(040, + m*)¢ = 0.

(c) Suponga ahora que ¢ no depende de la posicion, es decir, solo depende de z°. Sin emplear los
resultados anteriores, compare con el tensor de energia—_momento para un fluido perfecto de
acuerdo al ejercicio 2.12 con € = 0 y encuentre U*, P y p. ;Son compatibles estos resultados
con lo que encontro en (a)?
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2.15 Transformaciones de coordenadas.
Considere un sistema de coordenadas parabélicas (p, q). La transformacion de coordenadas Carte-
sianas (z,y) a coordenadas parabolicas esta dada por

plzy)=z y  qlz,y) =y—cx?
donde ¢ es una constante.

(a) Obtenga la transformacion inversa y, a partir de esta, obtenga la métrica para el sistema p,
q.

(b) Sea V un vector en el sistema parabolico con componentes A? = 1y A? = 0, encuentre las
componentes de A en el sistema Cartesiano.

(¢) De igual forma, es posible definir coordenadas sinusoidales en el espacio plano 2—-dimensional
u'y w por medio de las relaciones u = z y w = y — asen(bx), con a y b constantes. ;Cuél es
la métrica en el sistema sinusoidal?

(d) Suponga que un observador se mueve con velocidad constante v, cuyas componentes son
v* =wvy oY = 0. ;Cuél es la velocidad del observador en el sistema (u,w)?

(e) Muestre que la componente de la velocidad v* no es independiente del tiempo a pesar de que
la magnitud de v es constante. Explique por qué v" no es constante a pesar de que el vector
v siempre apunta en la misma direccién y su magnitud es constante.

(f) Concluya que dv® /dt no puede ser la componente a™ del vector de aceleracion del observador.
. Esto se relaciona con la derivada que hemos considerado?

2.16 Derivada covariante.

En coordenadas curvilineas, la derivada usual debe ser sustituida por la derivada covariante, que
captura la naturaleza tensorial del gradiente d. El gradiente de un vector arbitrario V' en una base
coordenada curvilinea esta dado por

0,V =0,(V¥e,) = (0,V")ey + V e, = (V* , + T,V )exn = (D, Ve

Por lo tanto, DMV)‘ define las componentes de la derivada covariante de V. La expresion de la deri-
vada covariante es independiente de la eleccion del sistema de coordenadas y se reduce a la derivada
usual cuando se trabaja con coordenadas Euclidianas (porque los vectores base son constantes). Asi,
las expresiones comunes vectoriales que conociamos anteriormente pueden generalizarse a coorde-
nadas curvilineas por medio de la derivada covariante. Por ejemplo, la divergencia de un vector es
d-V = D,V*#, la derivada en la direccion de U (derivada direccional) es U*D,V®, y el Laplaciano
de una funcién escalar estd dado por chﬁ = D, (D*¢). Cabe resaltar que la derivada covariante,
asi como la derivada usual, sigue la regla de Leibniz: D,(VWp) = (D, V*)Ws+V*(D,Wg). Otra
notacién conveniente para la derivada covariante es D, V* = V*,, (en analogia con la derivada
usual).

(a) Demuestre que la derivada covariante de las componentes de una l-forma estd dada por
D, ga = ga,u — TV anqy. (Sugerencia: Considere la expresion D, (g V*). Por un lado utilice la
regla de Leibniz para la derivada covariante y por otro lado recuerde que la derivada covariante
de una funcion escalar es D,¢ = 0,¢). {Como calcularia las componentes de la derivada
covariante de un tensor de rango (1,1), es decir, D,,T*g?
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(b) Encuentre como se transforman V¢ g y I'“,,3 por separado bajo un cambio de coordenadas.
Muestre que ninguna de las dos expresiones se transforma como un tensor, pero que su suma
si lo hace. Para poder comprobar que la expresiéon I'* ;g no se transforma como un tensor,
es necesario encontrar una expresion en términos de objetos conocidos para los simbolos
de Christoffel. Con este fin, podemos hacer actuar la 1-forma @ sobre d,e5 = T, gen.
Recordando que las 1-formas son funciones (multi-)lineales y que w®(e,) = d;;, tenemos

5% (Oues) = 0 (T uper) = Tup@™ (ex) = Iy505.
Asi, hemos obtenido una expresion tutil para los simbolos de Christoffel
I'%u5 = W*(Ouep).
(¢) Con base en los resultados del inciso anterior, jlos simbolos de Christoffel son tensores? jPor
qué?

2.17 Simbolos de Christoffel.

(a) Muestre que si los simbolos de Christoffel no son simétricos, es decir, I'* w F F’\W, entonces
I‘AW — I‘AW son las componentes de un tensor de rango (1,2). Este tensor es llamado tensor
de torsion asociado.

(b) Muestre las siguientes identidades:
a) g*F 5 = 19" — TP, gh.
b) V¥ = =19l 21912V ) 0 =T o VO
C) Juv,a = F,ul/a + Fl/,u(x-
donde |g| = det g y los simbolos de Christoffel estan dados por (2.221).

2.18 Tensor de Riemann.

Una forma de describir la curvatura de una variedad Riemanniana en dimension n es mediante un
tensor de rango (1, 3) conocido como tensor de curvatura de Riemann. Este tensor se puede entender
como la medida de qué tanto difiere la métrica del espacio de una métrica plana. Se definen las
componentes del tensor de Riemann como en (2.309), en términos de los simbolos de Christoffel.

(a) Muestre que el tensor de Riemann satisface las relaciones de simetria

Rapuy = —Rapu,
Rapuy = —Rpapv,
Ropuw = +Ruvap,
Roguw + Rovgu + Raywp = 0,
R% o =0.

(b) ;Cuéntas componentes independientes tiene el tensor de Riemann en 4 dimensiones?

(¢) Usando la definicion de la aplicacion de la derivada covariante sobre tensores arbitrarios,
demuestre que para las componentes v® de un vector arbitrario se satisface que

(DD, — D,D,)v* = R%g,,,v".
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(d) Empleando la definicion de la derivada covariante (2.213), muestre que para un tensor arbi-
trario con componentes 42, .. se satisface (2.312).

2.19 Lagrangiano de una particula libre.

Una geodésica es la generalizacion en espacio—tiempo curvo de una linea recta en espacio Euclideo.
Esta define la trayectoria mas corta entre dos puntos y corresponde a la trayectoria que siguen
particulas no aceleradas. La ecuaciéon de una geodésica es

d2zH dzY dz¥
o + Mwﬁﬁ =0, (2.379)

en donde A es el parametro de la trayectoria y es un pardmetro afin, es decir, se relaciona con el
tiempo propio 7 mediante A = a7t 4+ b, con a y b constantes. Cualquier parametro afin (incluyendo
al tiempo propio) puede parametrizar una geodésica.

(a) Adoptando A = 7, muestre que en espacio—tiempo plano (2.379) es la generalizacion de la
segunda ley de Newton. Generalizando esta observacién para un espacio-tiempo no plano,
exprese la 4—fuerza percibida por una particula con masa m.

El Lagrangiano de una particula libre en relatividad esta dado por

m

L£=3

g UrUY, (2.380)

en donde U* = dz#/dr es la 4—velocidad de la particula. En el formalismo Lagrangiano, las ecua-
ciones de movimiento para xz* estan dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange expresadas como

d < oL ) oL (2.381)

dr \ouwr )  oxn

(b) Muestre que cuando se inserta el Lagrangiano de una particula libre en la ecuacion (2.381)
se obtiene la ecuacion geodésica (2.379) en la forma U”D,U* = 0.

Sugerencia: recuerde que en el formalismo Lagrangiano xz* y U* son variables independien-
tes, y que las derivadas de g, son no triviales en general. Emplee también g, ,U"UP =
%(Qﬁw,pUVUp + Gup UPUY).

Este resultado es de suma relevancia. Dado que las ecuaciones de Euler-Lagrange de una
particula libre conducen a la ecuacién de las geodésicas, obtenemos que las particulas libres
en un espacio—tiempo arbitrario siguen las trayectorias descritas por estas curvas.

2.20 Preguntas conceptuales.

(a) Sobre la superficie de la 2—esfera de radio 1 descrita por el elemento de linea ds? = d§? +
sen? fd¢?, un vector V es igual a eg en § = 7/4, ¢ = ¢o. ;Como se ve V después del transporte
paralelo alrededor del circulo ¢ = ¢¢? ;Cual es la magnitud de V7

(b) Sabemos que si el tensor de Riemann es cero, entonces el espacio es plano, y viceversa.
Suponga ahora que sé6lo se sabe que la contraccién conocida como tensor de Ricci R¥,,,3 =
9" Ryapup es cero. (Es plano el espacio en cuestion?

(¢) ;Qué es una geodésica?
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(d)

Si dos observadores A y B siguen la misma trayectoria geodésica (sin importar el espacio
en cuestion) y se ubican en puntos diferentes, jexiste algtin método para que A conozca las
mediciones desde el punto de vista de B?

2.21 Transporte paralelo y la 2—esfera.
Considere nuevamente la 2-esfera con elemento de linea ds? = df? +sen? 8d¢? (0 <0 < 7,0 < ¢ <
27), donde 6 = 0 es el polo norte y = m el sur.

(a)
(b)

()

()

Escriba la métrica y calcule los simbolos de Christoffel para la 2—esfera.

Escriba las ecuaciones de transporte paralelo de un vector V = (V¢ V)T en la 2-esfera a lo
largo de un paralelo # = 6, = cte, es decir, en la trayectoria descrita por (z*) = (6o, ) y
encuentre V(¢). Suponga la condicion inicial V(¢ = 0) = (V¢, V)T, Sugerencia: considere
como pardmetro afin a ¢ y busque que el sistema obtenido de ecuaciones acopladas adopte la
forma de dos osciladores armdnicos desacoplados.

Considere el resultado del inciso anterior. Si se escribe V = A%, en donde V es el vector
normalizado con V# = V#|e,| (sin suma sobre p). ;Cual es la forma de la matriz A?, ;jcual
es el determinante de A7

Considere ahora el vector V= eg en ¢ = 0. ;Coémo es V después de ser transportado
paralelamente a lo largo del paralelo § = 7/37

Escriba las dos ecuaciones de la geodésica para la 2—esfera con los simbolos de Christoffel que
obtuvo en el primer inciso y el pardmetro afin 7 (tiempo propio). Dadas algunas condiciones
iniciales, describa cualitativamente algin posible método de resolver para 6(7) y &(7).

Muestre que las ecuaciones para el transporte paralelo en la 2—esfera a lo largo de un meridiano
con ¢ = ¢y = cte se reducen a

Vig=0 y V?g+cotdV?=0.

Encuentre las componentes de V' = V(6) dada la condicién inicial V(6 = 9) = (V, I/()¢)T.
Usando ¥y = 7/2 y V(¥9) = ey, describa el comportamiento de V(§) al ser transportado
paralelamente a lo largo de un meridiano.

Calcule las componentes independientes R, ,g del tensor de Riemann en la 2-esfera. Suge-
rencia: emplee el resultado de (b) del ejercicio 2.18.



Capitulo 3

Relatividad general y sus
aplicaciones basicas

3.1. Principios de relatividad general

La relatividad especial es valida tinicamente para marcos (globalmente) inerciales. La
pregunta que Einstein se formulé fue como extender la relatividad a sistemas no inerciales
sujetos a fuerzas. Quiza la fuerza mas simple de todas es la gravitacional porque, en su
presencia, todos los cuerpos con la misma velocidad inercial y posicién siguen trayectorias
idénticas.

Un buen punto de partida son los marcos de referencia no inerciales que, al menos
como primera aproximacion, pueden tratarse como marcos inerciales, dejandonos aplicar la
relatividad especial hasta cierto punto. Como veremos, es posible encontrar dichos sistemas
en el contexto de la gravedad.

3.1.1. Principio de equivalencia

Un concepto crucial que nos ayudaréd a extender la relatividad especial es un antiguo
postulado todavia algo polémico: el principio de equivalencia. Este principio fue primera-
mente aplicado por Galileo y Newton. En su forma débil afirma que la masa inercial m; y la
masa gravitacional my son equivalentes. Esta asignaciéon es un tanto sorprendente porque
la masa inercial, que aparece en la segunda ley de Newton,

f = mya, (31)

es una cantidad universal independientemente de la naturaleza de f, mientras m, que
aparece en

.f = _mgV(bv (32)
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Figura 3.1: Principio de equivalencia. El movimiento de particulas en una caja debido a un campo
gravitacional y al movimiento acelerado de la caja son indistinguibles para un observador dentro
de una caja pequena.

donde ¢ es el potencial gravitacional, es particular a la fuerza gravitacional. Sin embargo,
diversos experimentos han demostrado que no hay ninguna desviaciéon de

mi = my. (3.3)
Una consecuencia inmediata del principio de equivalencia débil es que
a=&=-Vo¢(x) (3.4)

describe el movimiento de cualquier particula sujeta a un campo gravitacional, independien-
temente de su masa, carga o cualquier otra propiedad que tenga. Es decir, el movimiento
de las particulas en caida libre es universal.

Una forma alternativa de expresar el principio de equivalencia surge del Gedankenex-
periment' en el que un fisico observa la caida libre de una particula dentro de una caja
pequena y (visualmente) sellada. Si se satisface el principio de equivalencia, el observador
dentro de la caja no seria capaz de decir si el movimiento de la particula se debe a un
campo gravitacional influyendo sobre la caja o si se debe al movimiento acelerado de la
caja, como se observa esquematicamente en la figura 3.1.

Le llamamos Gedankenexperiment a los experimentos pensados porque asi les llamaba Einstein en ale-
man. La utilidad de éstos es que nos permiten comprender ciertos aspectos de la fisica en un escenario que
concibe las consecuencias de una acciéon de acuerdo a su fenomenologia.
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~ planeta

Figura 3.2: Movimiento de particulas aceleradas debido a un campo gravitacional y al movimiento
acelerado de la caja, observadas dentro de una caja suficientemente grande. Notamos diferencias al
comparar ambas cajas.

Vemos, sin embargo, que si la caja es suficientemente grande, las particulas que caen
debido al efecto de un campo gravitacional pueden distinguirse de otras que estan sujetas
a una aceleracion constante, como se observa esquematicamente en la figura 3.2.

Se deduce entonces que una forma alternativa de expresar el principio de equivalencia
(débil) es que el movimiento de particulas libres en un campo gravitacional es equivalente
a que las mismas particulas estén en un marco de referencia uniformemente acelerado,
siempre y cuando sélo pequenas regiones del espacio—tiempo sean consideradas.

Una interesante consecuencia de esta interpretaciéon se expresa en otro Gedankenexpe-
riment de Einstein. Imaginemos de nuevo nuestro experimento encerrado en una caja, pero
esta vez la caja cae por accién del campo gravitacional mientras que una particula en la
caja también cae libremente. Como la caja y la particula caen con la misma aceleraciéon
uniforme, un observador no nota ningtin movimiento de la particula dentro de la caja, como
se observa esquematicamente en la figura 3.3. Este mismo experimento puede realizarse con
dos o més particulas, y el observador podria describir la caja como un marco de referencia
no acelerado, siempre y cuando la caja sea suficientemente pequenia (y la caja no haga con-
tacto con el piso). Impresionantemente, antes de su inevitable muerte, el observador en la
caja podria afirmar que en ese marco de referencia las leyes de la fisica pueden describirse
con la relatividad especial.

Entonces, hemos encontrado que en regiones pequenas alrededor de cada punto del
espacio—tiempo dotado con un campo gravitacional, hay un marco de referencia especial
(localmente inercial) en el cual las leyes de la naturaleza toman la forma de aquéllas en un
marco de referencia inercial.

Curiosamente, la definicién de una variedad es muy similar a la afirmacién anterior:
en una regiéon pequena alrededor de cada punto de una variedad Riemanniana existe un
espacio en el cual la métrica es plana. Esto conduce a una sorprendente interpretaciéon
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Figura 3.3: Cuando la caja también esta acelerada por el campo gravitacional, un observador no
puede notar ningtin movimiento de la particula.

geométrica del principio de equivalencia: el movimiento de una particula sometida a un
campo gravitacional es el mismo que observa una particula libre al desplazarse sobre un
espacio—tiempo con curvatura.

3.1.2. Corrimiento al rojo gravitacional

En nuestro estudio del efecto Doppler relativista en la secciéon 1.10.1, encontramos que
para velocidades Newtonianas (no relativistas), la frecuencia v/ de la luz emitida por una
fuente que se aproxima a un observador no coincide con la frecuencia observada v de
acuerdo a

/ A A
Va1-2% 20y, (3.5)
14 C C

donde Awv corresponde a la diferencia entre la velocidad v’ de la fuente cuando un fotén con
energia hr' se emite al tiempo tg y la velocidad v del receptor cuando el foton es detectado
al tiempo tp con energia hr. En marcos de referencia inerciales v y v/ son constantes, y
entonces v y v' pueden medirse simultaneamente, es decir

Av = ‘U/(tE) — 'U(tD)‘ = }U/(tE> — U(tE)‘ . (3.6)

En marcos de referencia no inerciales la diferencia en el tiempo es relevante.

Consideremos dos particulas originalmente (al tiempo tp) en reposo que se aceleran
repentinamente durante At con aceleracion constante g a lo largo de una direccién, como
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Figura 3.4: Emisiéon y recepcion de luz de particulas en movimiento con una aceleraciéon g y separadas
una distancia y.

se representa en la figura 3.4. Si estan separadas por una distancia y en tg, en tg + At la
distancia serd la misma, pero la velocidad de ambas particulas habra cambiado por gAt.
Supongamos ahora que la primera particula emite un fotén con energia h' al tiempo to,
que es detectado por la segunda particula al tiempo to + At.

De acuerdo con nuestra descripcion de Av en el efecto Doppler Newtoniano, tenemos

Av = |v'(to) — v(to + At)| = v(te) — v(to + At)| = [0 — gAt| = gAt = %. (3.7)

Por consiguiente, de acuerdo a (3.5), las frecuencias de la luz emitida y detectada difieren
por
9y 9y

o s <L (3.8)

— 1

Debido al principio de equivalencia, este resultado debe ser valido si las particulas
estan sujetas a un campo gravitacional. En este caso, dada la direccion de la aceleracién
gravitacional, la frecuencia menor es observada mas lejos del origen de esa aceleracion; es
decir, un foton pierde energia a medida que sube un campo gravitacional. Por ejemplo, si
g = GNM/R? es la aceleracion inducida por un planeta de masa M y radio R, entonces,
encontramos que el fotén detectado a una altitud y en el planeta debe tener un corrimiento
al rojo dado por

v GnMy

— il corrimiento al rojo gravitacional 3.9
U 2R jo g (3.9)

Por construccion, la expresion anterior solo es valida para R?/y > GyM/c? y debe ser
reemplazada en casos mas generales, como serd discutido en la seccién 3.3.2. Es preciso
destacar que el corrimiento al rojo gravitacional no corresponde a un simple cambio de
perspectiva. A diferencia del corrimiento al rojo longitudinal de la relatividad especial (en
el que la luz emitida por una fuente que se aleja del observador es apreciada con menor



158 Relatividad general y sus aplicaciones basicas

frecuencia), en este caso la radiacion electromagnética pierde energia al alejarse de una
fuente gravitacional.

Este corrimiento al rojo gravitacional fue predicho por Einstein en su articulo de 1911
On the Influence of Gravitation on the Propagation of Light, pero gan6 fuerza sblo después
del desarrollo final de la teoria de la relatividad general en 1915. Se confirm6 experimen-
talmente por Pound y Rebka en 1959, usando la emision y absorcion de rayos v del 57 Fe.

Esta prediccion codifica otra observacion interesante: como v/ < v, entonces At > At,
es decir, los relojes avanzan més lentamente cerca de una fuente de campo gravitacional,
y entre mas fuerte es el campo, mas lento avanza el reloj. Sin embargo, Einstein not6é que
esta observacion no es consistente con el postulado de la universalidad de la velocidad de
la luz ¢, a menos de que la luz se curve por accién de la gravedad.

3.2. Campos gravitacionales débiles: limite Newtoniano

Aunque la observacion anterior podria ser suficiente para relacionar fuerzas gravitacio-
nales con la curvatura del espacio—tiempo, no hemos proporcionado un tratamiento formal
a esta conclusion. Particularmente, la curvatura ha estado ausente en nuestra discusion.
Para llegar a una descripcién razonable, empecemos estudiando el escenario gravitacional
més simple, uno donde el campo gravitacional sea muy débil (como en nuestro planeta).

Si hay alguna conexiéon entre gravitacién y curvatura, un campo gravitacional débil

podria ser descrito en términos de un espacio con muy poca curvatura. Impongamos las
siguientes suposiciones sobre el espacio—tiempo:

1. Las particulas en el espacio—tiempo se mueven lentamente, es decir, |u'| < ¢;

2. El espacio—tiempo es practicamente plano, por lo que podemos aproximar la métrica
como
Juv = M + h,uu con ’hlu/| < 1 (310)

3. La métrica y la conexién del espacio—tiempo son compatibles; ademaés, suponemos
que el campo débil es estdtico, entonces las componentes de la métrica no pueden
depender del tiempo

G0 = 0. (3.11)

Como consecuencia de nuestra segunda suposicion, la métrica es casi diagonal.

Nuestra labor ahora es estudiar el comportamiento de particulas libres en dicho espacio—
tiempo, prestando especial atencion a las desviaciones de su movimiento en espacio—tiempo
plano. Con este proposito, consideremos la ecuacion de la geodésica (2.258)

d2aH dz® da?
TH, g
dr? + A dr ar

= 0. (3.12)
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El segundo término de esta ecuacion, al ser desarrollado, puede reescribirse como

dz® daf dz"\? da? dz? da? da’
| N el o NS b
Pqr dr 00(d7’> + 0 4r dr 1 dr dr
o’ ozt 0x7 dz0\?
— (1~ OTH . TH.. i 3.13
( 00 =050 T g0 8370) ( dr > (8:13)
ul u'ul dz\ 2
= <F“00 + 20— + Ty =5 ) (d’]’ > ;
donde hemos definido las componentes de la velocidad local, u* = 9z°/dt. Como, por
suposicion, |u’| < ¢, entonces (3.13) se reduce en este limite a
dz® dz? dz%\ >
T g———— ~T*" — ] . 3.14
P ar dr 00 < dr > ( )

Usando la expresion de los simbolos de Christoffel en términos de la métrica (2.221), obte-

nemos 1 1
THoo = §9M(2QOA,0 — goo,\) = —ig’mgoo,h (3.15)

donde hemos empleado (3.11). Como hemos supuesto la expansion de la métrica (3.10), para
satisfacer la condicion gt gy, = 6, vemos que, tomando 7**hy, = ny,h**, las componentes
de la métrica son, a primer orden en h,

g gt — A < 1. (3.16)

Por lo tanto, en esta aproximacion,

1 1
oo ~ —5(77‘” — 1) (noo + hoo) A & —iﬁukhoo,m (3.17)

y, por consiguiente, la ecuacién geodésica se convierte en

A2zt 1 dz®\”
~ =t —_—
3z 5N oo ( d7'> : (3.18)

Para la componente p = 0, encontramos el resultado trivial

d240 1 da? 2
7 z?yOAhOO,A <dT> =0, (3.19)

debido a que g,,,0 = hu,0 = 0. Este resultado tiene una interpretacion fisica directa. Ya

que, de acuerdo a (1.67),
d220 1 dp°®

T T mdr (3.20)
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entonces g,,0 = 0 asegura la conservacion de la energfa, es decir, como supusimos, el
sistema dindamico es estatico. Una consecuencia directa es que

= c— = cte. (3.21)
Para las componentes espaciales p = i, encontramos la ecuaciéon (no tensorial)
2zt 1 dz®\* 1 dt\ 2
~——hoi| =—— | = —=hooi? | — 3.22
dr? 900 ( dr ) 9 !100.i€ <d7> ’ (3:22)

que, multiplicando por (dr/dt)?, conduce a

d2at 1,

dt2 ~ —56 hOO,i . (323)
Este resultado es similar a la relacion Newtoniana (3.4), para un campo (potencial) gravi-
tacional ¢. De hecho, si elegimos

2¢

= (3.24)

hoo =

(3.4) y (3.23) coinciden. En otras palabras, notamos que para un espacio—tiempo estatico,
es posible relacionar un campo gravitacional con la métrica. Empleando (3.10) y (3.24),
identificamos que el intervalo adopta la estructura

ds? = <1 + i‘,f) (dz®)? — (1 — hy)(dz®)?. (3.25)

Si suponemos que el espacio—tiempo descrito por este intervalo es homogéneo e isotropico,
es posible mostrar que h;; = 2¢/c?.

A la luz de estas observaciones, nuestra suposicion adquiere una interpretacion fisica

lhw| <1 = ¢<1,
Juv,0 = 0 — ¢,0 = 07

es decir, el campo gravitacional es débil y estatico. Esto establece una relacion clara entre
la geometria y la gravitacidn.

Para establecer la relaciéon general entre geometria y gravitacion, ahora debemos descri-
bir la relacion entre las ecuaciones de campo de Einstein (2.336) y las ecuaciones de Newton
para ¢. Recordemos primero que en la gravedad Newtoniana, ¢ satisface la ecuacion de

Poisson
V24 = A7 G N pm, (3.26)

donde p,, es la densidad de masa. Para una distribuciéon de masa esférica puntual, sabemos
que

M

T
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Entonces, en el limite Newtoniano, encontramos que el intervalo estd dado por

ds? = (1 4 2w M ) (dz®)? — (1 _26wM > (da)?. (3.28)

rc2

La primera pregunta es como escribir la ecuacion (3.26) en forma tensorial. Vemos que,
en términos de hoo = 2¢/c® y Too = pmc® = p, (3.26) se convierte en

8rG N _ 8GN

Pm
2 C4

2
V2hoo = ?v% = Too, (3.29)

c
donde Tpp se ha tomado en el marco del centro de masa, como en (2.156). En cualquier otro
marco, debemos considerar todas las componentes de T}, y g,.. Por lo tanto, la ecuacion
tensorial que estamos buscando depende de g, del lado izquierdo y T}, del lado derecho.

Considerando el posible origen del Laplaciano espacial asociado al Laplaciano en tér-
minos de la derivada covariante, hacemos una primera conjetura:

8rG
DFD,\gas = CTNTaﬁ. (3.30)

Desafortunadamente, notamos de inmediato que esto no puede ser correcto porque, en
general, gog,, = 0y Tos # 0. No obstante, es claro que requerimos segundas derivadas
de la métrica para llegar a la ecuacién de Poisson. Entonces, proponemos una segunda
conjetura en la que, en lugar del Laplaciano covariante, empleamos directamente el tensor
R, como el origen de V2hoo. Dado que

. 1. 1
Roo = Tgo, = —5777”\%0,,\1 = §V2h00, (3.31)

entonces podemos conjeturar que

4G N
4

R, =
" &

Ty (3.32)

Pero sabemos que, en general, D" R,,, # 0 mientras D*T},,, = 0.

Una conjetura mas interesante es considerar del lado izquierdo el operador tensorial
més general de rango 2 que dependa de las segundas derivadas de la métrica g, 5 y de
9uv- Proponemos

OM = R + Ag"" R — Ag"”, A, A = cte, (3.33)

tal que
oM = gTH, K = cte, (3.34)

y D,/ T* = 0. Juntas, estas condiciones implican D,O"” = 0, lo que conduce a

D,O" = Dy(R" + Ag"R — Ag"’) = Dy(R" + AgR) =0, (3.33)
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que, comparando con (2.335), solo se satisface en general si A = —% con base en argu-
mentos meramente geométricos. Consecuentemente, salvo por el término (covariantemen-
te) constante —Ag"”, O coincide con el tensor de Einstein GG, cuyas componentes G* =
RH — %g‘“’ R satisfacen D,G"” = 0. Entonces, encontramos que, escogiendo x = 8“6#
para obtener (3.29) en el limite Newtoniano, la relaciéon tensorial mas general que conduce

a la ecuacion gravitacional de Poisson es
GM — AgH" = KTH, ecuaciones de campo de Einstein (3.36)

conocida como las ecuaciones de campo de Einstein. Por razones que seran exploradas mas
tarde, la constante A es conocida como constante cosmoldgica y tipicamente se asocia a la
energia intrinseca del vacio cuantico. Como mostramos detalladamente en el apéndice C, las
ecuaciones de campo de Einstein pueden ser obtenidas directamente mediante el principio
variacional a partir de la llamada accion de Finstein-Hilbert. Sin embargo, no existe manera
de obtener, de primeros principios, esa accién. Es decir, asi como la segunda ley de Newton
y la ecuacion de Schrédinger de la mecanica cuantica, las ecuaciones de campo de Einstein
son leyes empiricas basadas en nuestras observaciones.

Dado que la ecuaciéon de Poisson se puede obtener a partir de (3.36) con constante
cosmologica nula, en el limite Newtoniano, las ecuaciones de Einstein establecen la conexién
entre materia/energia y geometria que sugiere el principio de equivalencia. El lado izquierdo
de (3.36) solo contiene elementos geométricos, mientras que el lado derecho contiene la
descripcién del contenido que habita en el espacio—tiempo expresado por la geometria. Por
lo tanto, la dinamica del contenido del universo, de acuerdo a las ecuaciones de campo de
Einstein, esta regida por la estructura geométrica del espacio—tiempo y, al mismo tiempo,
el contenido del universo es fuente de las deformaciones (topologia, curvatura, conexion,
etc.) del espacio—tiempo.

En especial, la dinamica de particulas libres (y radiacion), de acuerdo a las ecuaciones
de Einstein, estd completamente determinada por la métrica y, segiin nuestra discusién
de la seccién 2.6.3, corresponde al movimiento a lo largo de las geodésicas de la geome-
tria. Por otra parte, hemos identificado que, al menos en el limite Newtoniano, la métrica
corresponde al campo gravitacional; por lo tanto, una particula libre sometida a un cam-
po gravitacional sigue la trayectoria regida por la métrica del espacio—tiempo, es decir,
una geodésica. Notamos que, en efecto, la gravedad desaparece para un observador que
se desplaza junto a la particula en caida libre porque, localmente, la métrica es plana
en los espacios—tiempo Lorentzianos de la relatividad general y, por lo tanto, el campo
gravitacional es el mismo reinante en la relatividad especial.

Einstein propuso esta generalizacién de su teoria de la relatividad como una descripcién
de las interacciones gravitacionales. Entonces no sblo caracteriza el movimiento de los
objetos en caida libre que estan sometidos a una forma local de la relatividad compatible
con la teoria especial de Einstein, sino que deberia ser capaz de proveer reglas para el
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movimiento de cuerpos masivos, rotantes, con carga eléctrica, acelerados por algin efecto
adicional de cualquier origen.

Las ecuaciones de campo de Einstein corresponden a una ley fisica sélo si es posible
comprobar que todas sus consecuencias pueden ser verificadas experimentalmente, y ob-
tener esas consecuencias requiere resolver las ecuaciones de Einstein. Y resolverlas no es
asunto menor. Debido a las simetrias de R, y T}, (3.36) contiene 10 ecuaciones diferen-
ciales parciales acopladas y cuadraticas en g,, y sus derivadas. Resolver esas ecuaciones
significa frecuentemente encontrar el tensor métrico que mejor se adapta a la dindmica
de un sistema fisico que experimenta interacciones gravitacionales. Pero también significa
encontrar la dindmica del contenido de un espacio-tiempo dada una métrica de interés.
El resto del capitulo esta dedicado a identificar las consecuencias de la relatividad general
dadas dos importantes métricas para nuestra existencia, la correspondiente a estrellas y la
que describiria el universo como un todo.

3.2.1. Unidades naturales

Antes de comenzar a trabajar con la soluciéon més sencilla de las ecuaciones de Eins-
tein (3.36), es preciso introducir una simplificacion a la notacion. A partir de esta seccion,
emplearemos las llamadas unidades naturales, definidas por

Gy=c=h=1, (3.37)

donde h corresponde a la constantes de Planck.

Estas unidades, ademés de simplificar considerablemente las expresiones algebraicas que
obtendremos, desconectan de todo tipo de prototipos de mediciéon a las propiedades fisicas.
Es, de cierta forma, mas natural suponer que los valores precisos elegidos por la naturaleza
de las constantes universales en (3.37) es la unidad, en lugar de los valores artificiales que
hemos aprendido a usar por razones histéricas.

Notamos que, por ejemplo, en estas unidades, las ecuaciones de campo de Einstein
adoptan la forma
G = 8xTH . (3.38)

Adicionalmente, notamos a partir del intervalo de Minkowski con ¢ = 1 (adimensional),
ds? = dt? — dz'dz?, que las unidades de tiempo y longitud ahora coinciden. Ademas, la
razon 3 ahora coincide con la rapidez de un sistema.

3.3. Soluciéon de Schwarzschild: estrellas y agujeros negros

El campo gravitacional del Sol, de los planetas del sistema solar, e incluso de algunas
galaxias puede ser modelado por la aproximaciéon de campo débil, es decir, por la gravi-
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tacion Newtoniana. Sin embargo, las observaciones indican que en los niicleos galécticos y
otras estructuras césmicas reinan campos gravitacionales intensos, incluso probablemente
responsables de las enormes energias que los rayos césmicos alcanzan. Comprender la fisica
gravitacional en general requiere obtener soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

La solucién de Schwarzschild se considera la solucién més sencilla y util de las ecuaciones
de campo de Einstein. Esta soluciéon corresponde a la descripcién de un sistema con las
siguientes propiedades:

(1) esta dotado de simetria esférica,
(11) es estatico e invariante bajo inversion temporal (t — —t), y

(111) ocurre en el vacio.

La segunda propiedad implica que la métrica debe satisfacer g, 0 = 0, como supusimos
en el limite de campo débil, mientras que la tercera suposicién exige que el tensor de
energfa-momento y la constante cosmologica se anulen, T, = 0 = A.

Obtener una solucién a las ecuaciones de Einstein consiste, en este caso, en obtener la
expresion méas general de la métrica o, anadlogamente, del elemento de linea (o intervalo) que
se ajusta a las cualidades buscadas. Para obtener la métrica de Schwarzschild, recordemos
primero que en coordenadas esféricas tridimensionales el elemento de linea del espacio plano
esta dado por

d3? = dr? 4 72(d6? + sen? 0dy?) = dr? + r2d02, (3.39)

donde d2? es el diferencial de angulo sélido. El término 72dQ? corresponde al elemento
de linea bidimensional para una 2-esfera de radio r fijo, y su estructura hace evidente la
simetria esférica. A partir de la expresion (3.39), proponemos el siguiente intervalo en un
espacio—tiempo con simetria esférica:

ds? = dt? — d3* = dt* — dr? — r2d0?. (3.40)

En general, una métrica con simetria esférica podria tener términos no diagonales y
coeficientes no triviales, conduciendo a una expresion como

ds® = goodt? + 2go,dtdr + grrdr? — r2dQ? + 2gpdtdd + 2go,dtdep. (3.41)

La componente de adngulo sélido permanece invariante, suponiendo que r y g, podran
absorber toda dependencia en las otras variables. La simetria esférica implica invariancia
bajo rotaciones, tales como df — —df y dp — —dy, lo cual se satisface sélo si ggg =
9o, = 0. Como también exigimos invariancia bajo inversion temporal, es decir, bajo dt —
—dt, entonces go, = 0 también. Por lo tanto, la estructura mas general del intervalo que
reproduce los requerimientos de Schwarzschild es

ds? = goodt? + gy,dr? — r2dQ2. (3.42)
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Para encontrar las expresiones precisas de las componentes ggg y g de la métrica que
conducen a una solucién de las ecuaciones de Einstein, es preciso introducir la métrica
obtenida hasta aqui,
. 2 2.2
(9w) = diag(goo, grr, —7=, —1"sen*f), (3.43)
en las ecuaciones de Einstein, y resolver las ecuaciones diferenciales resultantes. Para un

sistema arbitrario, esto no es posible de manera exacta; afortunadamente, si lo es para
nuestro sistema.

Propongamos un ansatz para las componentes desconocidas de la métrica:

goo = €2T(T)’ Grr = _€2R(T) (344)

con? T(r), R(r) > 0V r y las condiciones de frontera lim, ., T(r) = lim, o, R(r) = 0, tal
que el intervalo adopta la forma

ds* = (eT(T)dt>2 - (eR(T)dr>2 —r2dQ2. (3.45)

Con la métrica propuesta, podemos calcular directamente el tensor de Einstein G*¥ en
términos de la funciéon de masa

m(r) = =r(1 — e 2B), funcion de masa (3.46)

introducida aqui de forma auxiliar. Como veremos en breve, la eleccién de la notacién no es
arbitraria, ya que esta funcién auxiliar jugaré el papel de masa. En términos de la funcién
de masa, encontramos que las componentes no nulas del tensor de Einstein estdn dadas
por

1
Goo = -2 T=B(2F L orR' — 1)

)
- %e”% (r(1 —e ) = % ZT%?, (3.47)
Gy = %2(1 — 2R 4 orT!) = —i—?em + QTTI, (3.48)
Gog = r2e 21 ((T’)2 ~RT -T"+ %T’ — :«R/> : (3.49)
Gy = Goo sen? 6, (3.50)

donde T" = dT/dr.

2Como veremos, estas condiciones se violan en el interior de un agujero negro, donde ambas funciones
cambian de signo.
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3.3.1. Estrella estatica

Supongamos por un momento que el tensor de energia—momento no es trivial. En una
estrella estatica, el movimiento de las particulas debe anularse, es decir, U’ = 0. Calculemos
T, suponiendo que una estrella puede modelarse como un fluido perfecto, para el cual, de
acuerdo a (2.161),

Ty = (p+ P)ULU, — Py, (3.51)

donde p es densidad de energia y P es presion. Sélo las componentes diagonales son rele-
vantes porque es un fluido perfecto. La primera componente estd dada por

Too = (p+ P)(Uo)* = Pgoo- (3.52)
Podemos calcular (Up)? de U - U = 1 (en unidades naturales)

U-U=goU’?-0=e"U"=1 — U’=e"

— Up= gooe_T = Te T =T, (8:53)
Usando este resultado en (3.52), obtenemos
Too = (p + P)e*T — Pe*T = pe?t. (3.54)

Como U; = 0 para i = r,0, ¢, las demas componentes del tensor de energia—momento estan
dadas por

T, = _Pg, = PR (3.55)
Tyy = —Pggg = Pr?, (3.56)
Top = —Pgyp = Pr?sen?0 = Typsen® 6. (3.57)

Sustituyendo las componentes (0,0) del tensor de Einstein (3.47) y del tensor de energia—
momento (3.54) en la ecuacion de campo de Einstein,

GOO = KTO(), R = 871', (3.58)
llegamos a la ecuaciéon diferencial

2 gpdm _ 2T
3¢ g, = RpmeT (3.59)

en donde p = p,,, (densidad de energia equivalente a densidad de masa) en unidades natu-
rales. Simplificando, encontramos

(3.60)
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Recordando que en la teorfa de Newton la masa de un sistema gravitacional esféricamente
simétrico puede expresarse como (comparar con (3.27))

M = /d?’xpm = /dr47r7'2pm, (3.61)

identificamos a m = m(r) como la funcién de masa, justo como anticipamos.

De la definicion de m(r) (3.46), podemos resolver para obtener una expresion para g,

2R 2m\ ™!
— g =e"=(1—— , (3.62)
r

la cual podemos usar en la ecuacién de Einstein con p = v = r, G, = k1. Sustituyen-
do (3.62) en (3.55) y (3.48), obtenemos

2 om\ ' 21 om\
—m<1—m> +r:87rP<1—m> , (3.63)

r

de donde obtenemos que

T om\ ! m A7 Pr3 +m
—=(1-— [4P —]:7. 3.64
r < r > s r3 (1 —22) (3:64)
Por lo tanto, la ultima ecuacién diferencial a resolver es
4 Pr3
T = w (3.65)

r(r —2m)

Las otras dos ecuaciones de campo de Einstein para p = v = 0 y 4 = v = ¢ son
equivalentes a
Gog = 8T Pr2. (3.66)

En lugar de entrar en los detalles para resolver las ecuaciones diferenciales obtenidas,
recordemos que queremos resolver un sistema con 7}, = 0. Esto, por supuesto, solamente
es valido en el exterior de la estrella, en donde

dm
pm=P=0 = Fr 0 = m(r)=M = cte. (3.67)
T
En esta region, (3.65) adopta la forma
T dr M 1 1

—E—m:—gﬁ-m, (3.68)



168 Relatividad general y sus aplicaciones basicas

que conduce a la solucién

2T (r) = —Inr +In(r —2M) =1In <1 — 25%) . (3.69)

Finalmente, sustituimos en nuestro ansatz (3.44) para obtener

go=¢€" =1——=€e"7, (3.70)

donde la ultima igualdad es consecuencia de (3.62) con (3.67). Empleando el resulta-
do (3.70) en el intervalo propuesto (3.42), encontramos la soluciéon buscada para una estrella
de Schwarzschild

—1
ds? = (1 — W) de? — (1 — W) dr? — r2dQ%.  intervalo de Schwarzschild (3.71)

T r

Como estudiaremos en detalle en la secciéon 3.3.5, el llamado radio de Schwarzschild, defi-
nido por?

r=rs=2M, radio de Schwarzschild (3.72)

corresponde a un punto interesante. Notamos especialmente que el intervalo parece singular
en r = r5. A pesar de que esto es mas bien una manifestacion de nuestra eleccion de
coordenadas, si existen observaciones interesantes en torno al valor 75, como veremos en la
seccion 3.3.4.

Notemos que en el limite de campo lejano, r > rg, recuperamos el intervalo en el limite
Newtoniano (3.28),

ds? = (1 _ %) de? - (1 + %) dr? — 2402 . (3.73)

Mientras que la métrica de Schwarzschild, codificada en (3.71), es valida para todas las
intensidades del campo ¢, el limite Newtoniano solamente es vilido para campos gravita-
cionales débiles. Es decir, como en la relatividad especial, las expresiones gravitacionales
Newtonianas son s6lo una aproximacion de los resultados relativistas.

La solucién de Schwarzschild es particularmente especial debido al llamado teorema de
Birkhoff. George David Birkhoff demostr6 en 1923 que toda solucién con simetria esférica
de las ecuaciones de Finstein en el vacio (T, = 0) debe ser estatica y asintoticamente
plana. La soluciéon de Schwarzschild ha sido construida exigiendo que el espacio—tiempo
sea esféricamente simétrico, estatico y en el vacio. Adicionalmente, no es dificil convencerse

3Incluyendo las constantes ¢ y G, el radio de Schwarzschild se expresa como rs = 2GyM/ 2.
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de que el espacio—tiempo en la frontera (o fuera) del espacio—tiempo de Schwarzschild debe
ser el de Minkowski, es decir, debe ser asintoticamente plano. Consecuentemente, como la
solucién de Minkowski satisface todas las condiciones anotadas por Birkhoff, la solucion de
Schwarzschild no sélo es simple y elegante, sino también inica.

3.3.2. Corrimiento al rojo en el espacio—tiempo de Schwarzschild

En la seccién 3.1.2 hemos estimado el corrimiento al rojo en el limite de campo débil
al aplicar el principio de equivalencia. Lejos de este limite, podemos calcular exactamente
este efecto empleando la geometria de Schwarzschild.

La ecuacion de movimiento de un observador o particula masiva (incapaz de moverse
con la rapidez de la luz) puede calcularse usando el intervalo y su relacion con el tiempo
propio,
ds?
dr2
Utilizando el intervalo de Schwarzschild (3.71), obtenemos

r de\ 2 re\—1 (dr\? 40\ ?
L) (A ey () e (49) .
( r <d7‘> r) <d7‘> " (dT> (3.75)
donde t es el tiempo coordenado que, a diferencia del tiempo propio 7, no depende de

cada observador. La trayectoria descrita por (3.75) es una geodésica, como se muestra en
dd3?s _ 0
drdr2 — 7

En su propio marco de referencia, un observador tiene dr = d2 = 0, por lo que, si se
encuentra en la posicién r, su tiempo propio y el tiempo coordenado satisfacen

<$>2:(1_r8)1 — At:<1—7;f)1/2m. (3.76)

ds? =dr? 40 <« =1. (3.74)

el apéndice A, porque se satisface que

r

Supongamos que una particula emite un fotén con periodo At. Cuando ese periodo es
medido por dos observadores con tiempos propios 7, y 7o, ubicados en las posiciones 71 y
r9, estos encuentran los periodos

r\ 12 r\ 1/2
A = <1 - S) At, ATy = (1 — 5> At, (3.77)
r1 T2

lo cual conduce a una relacién entre las posiciones de los observadores y las frecuencias de
la luz que ellos observan:

A 1-—
R 2 _ ﬂ corrimiento al rojo gravitacional (3.78)
ATy 1 1—rs/ra
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Para r; > r, (como es el caso en cualquier planeta o estrella), esto implica que

vy & <1 S 7“$> V1. (3.79)

27"1 27"2

Suponiendo que 1o > r; e incluyendo unidades para comparar con resultados previos,
encontramos que (3.79) puede reescribirse como

GyM (1 1 GNM ry —

212N —p o N TN g o (3.80)
vy c? c?

Gy M

el lo cual es

donde identificamos y = r9 — 11 > 0 y la aceleracién gravitacional con g ~
consistente con el resultado previo (3.8) y (3.9).

Como antes, debemos enfatizar que el corrimiento al rojo descrito por (3.78) corresponde
a un efecto enteramente fisico. Un observador ubicado en ro > ry observa que la luz
detectada en esa posicion es més roja (tiene menos energia) que cuando es detectada por
otro observador ubicado en 71, i.e. 5 < vy. La luz pierde energia a medida que se aleja de
la fuente del campo gravitacional.

3.3.3. Cantidades conservadas

Como hemos visto en la seccién 2.9.1, las simetrias de la geometria del espacio—tiempo
conducen a la conservaciéon de cantidades fisicas. Es posible obtener ese mismo resultado
directamente de la ecuaciéon de la geodésica que describe el movimiento de una particula
libre en espacio—tiempo con curvatura (ver ejercicio 2.19).

Sabemos que el movimiento de las particulas libres es regido por la ecuacion de la
geodésica (2.263),

vU*.,=0. (3.81)

Esta ecuacion no esté bien definida para particulas no masivas porque no es posible definir
su tiempo propio 7 y, consecuentemente, su 4-velocidad U. Considerando que la relacion
de dispersion relativista (1.78) es valida para todo sistema relativista, es correcto genera-
lizar (3.81) en términos del 4-momento como

ppa=0. (3.82)
Multiplicando por g,,, y luego sustituyendo p <+ v en (3.82), encontramos

pap,u;a = papu,a - Fﬁ,uapapﬁ =0, (3'83)

de donde
po‘pu’a = Fﬁuapapﬁ . (3.84)
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Sustituyendo la expresion de los simbolos de Christoffel (2.221), simplificamos el lado de-
recho de esta ecuacién:

1
Fﬂuapapﬁ = 59'87(97#,& + oy = Guan )P Pp

1
- 5(9711,01 + Gayu — Gy )P DY (3.85)

1
= §gav,upap'y )
donde la tercera igualdad es consecuencia de que el producto p*p”(gyu,a — Gau,y), bajo el
intercambio de indices mudos o <+ v, se convierte en —p“p”(gyu,a — Gau~y) ¥, Por lo tanto,
es cero. En consecuencia, la ecuacion de la geodésica (3.84) se simplifica a

1
papu,oc = iga%upapfy' (386)
La ecuacion (3.86) nos indica qué cantidades se conservan y bajo qué condiciones. En
caso de que la métrica no dependa de z#, i.e. si goy,, = 0, encontramos que p*p,, o = 0, lo
cual para una particula masiva se puede escribir como

o dz® 0
P Pua = m?@?p” =0. (3.87)

Una forma mas sugerente y 1util de esta ultima expresion es

d
maPu=0 = pu=gup’ =cte, (3.88)

es decir, una particula libre conserva la componente p, de su 4-momento en un espacio—
tiempo con coordenada ciclica z*. Esta informacién puede ser empleada, entre otras cosas,
para determinar las trayectorias de las particulas libres (con o sin masa) en cualquier
espacio—tiempo, como haremos en la siguiente seccién.

Un resultado menor adicional es que, dado que g, = 0 siempre es vélido localmente,
en el marco de referencia de una particula libre un observador siempre mide que se conservan
la energia y el momento. Este resultado no es soprendente, ya que, como discutimos en
la seccién 3.1.1, para particulas libres en caida libre, el principio de equivalencia establece
que un observador que se mueve con ellas las observa en estado inercial y, por lo tanto, se
satisfacen los principios de conservaciéon que son validos en la relatividad especial.

3.3.4. Orbitas de particulas libres en espacio-tiempo de Schwarzschild

Debido a la simetria esférica del espacio—tiempo de Schwarzschild, es posible verifi-
car que la trayectoria geodésica que siguen las particulas libres ocurre en un plano. Por
simplicidad, elegimos el movimiento en el plano ecuatorial (0 = 7/2).
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Ademaés, en lugar de usar la ecuaciéon geodésica, podemos aplicar nuestro conocimiento
sobre cantidades conservadas, de acuerdo a lo discutido en la seccién anterior y en la
seccion 2.9.1. Como la métrica es independiente de ¢ y o, para particulas masivas podemos
definir dos cantidades conservadas:

s dt
po = goop” = (1 - L) m-—— = € = cte, m#0, (3.89)
r dr
de de
Do = JppD? = —r? sen? Gmg = —r2mE = (= cte, (3.90)

donde hemos adoptado el plano ecuatorial (§ = 7/2), ¢ es la energia por unidad de masa
y £ es el momento angular. Una simplificaciéon adicional es considerar m = 1. Aqui usamos
nuevamente expresiones en términos de M para llegar a justificar lo especial del radio de
Schwarzschild, r¢ = 2M. Notemos que para ¢ constante, la ecuacion (3.90) corresponde a
la sequnda ley de Kepler: se barren dreas iguales en tiempos iguales. Esta regla revela que
el movimiento libre de cuerpos sujetos a un campo gravitacional esféricamente simétrico es
precisamente el de los planetas alrededor de estrellas.

Debido a la invariancia del intervalo, es directo mostrar que también la cantidad
_ dztdz¥
“= I N

es una constante a lo largo de las geodésicas para un parametro afin A. Esta ecuacion es
valida para particulas masivas y sin masa. Claramente, para particulas masivas podemos
elegir A = 7/m = 7, lo que implica que e = g, U*U” = 1, mientras que para un foton
e = 0 debido a que el intervalo siempre es nulo en cualquier marco de referencia y A # 7
porque es imposible definir 7. Con esto, reescribimos (3.91) en general como

(2@ 2 (@ () e

Si reemplazamos 7 — mA en las expresiones (3.89) y (3.90), se vuelven vélidas para todo
. . . L. oM
tipo de particulas. Con ayuda de esas ecuaciones y multiplicando (3.92) por ( - T),

encontramos que para toda particula se satisface

dr\ 2 IM\ ¢2 2M
2_ JR— J— —_ p— —_
e (dA> <1 ; >T2 e(l . > , (3.93)

1 /dr\? 1

donde hemos definido el potencial efectivo V (r), dado por

Vi) = % (1 _ %”) <e + fj) . (3.95)

(3.91)

0, equivalentemente,
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V(r) 0y V() !
Jo I T 3
: U <ty < f3
Eol-----f- - e - :
Er----o-f-----n E
Egl----ff-7/----4--
2M 5> 6M T oM BV T
(a) Particulas masivas, e = 1 (b) Particulas sin masa, e =0

Figura 3.5: Potencial efectivo para particulas con masa (a) y sin masa (b) para diferentes valores
de £. Una particula masiva libre con energia F “rebota” en los puntos de retorno 7' o permanece en
los puntos fijos C, en érbitas circulares estables de radio rf. Las particulas sin masa no orbitan.

Consecuentemente, a partir de (3.94) obtenemos trivialmente la ecuacion de movimiento
de particulas masivas:

2
! (i) PV = 22, (3.96)

Notamos que, si E = %52 en (3.95) es identificado como la energia total del sistema, esta
ecuacion describe clasicamente el movimiento de una particula en un potencial V (r), como
podemos verificar facilmente tomando la derivada de la ecuacién de movimiento (3.96):

drl (dr\? 1, 2rdr _, dr
d7'|:2<d7'> +V(T’)—§€:|—0 <~ @E—FV(T)E—O

(3.97)
d?r V()
— = _V(r
dr2 ’
que es equivalente a f = —VV para el movimiento radial de una particula con m = 1.

Las trayectorias radiales de las particulas de prueba dependen de sus energias F = %52

y de los valores especificos de M y £. Por supuesto, el tipo de particulas también es crucial
yva que establece el valor de e en el potencial efectivo.

En las gréaficas de la figura 3.5 se presentan las formas del potencial efectivo, para
diferentes valores de ¢, M y e fijos. La trayectoria de particulas masivas (e = 1) provenientes
de r > 2M con energia E puede comportarse de las siguientes maneras:

1. Arriba de cierto valor de F (muy por encima de Fs3 en la figura 3.5a), la particula
inevitablemente colisiona con la fuente del campo, en r = 0.
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2. Puede encontrar la barrera de potencial y refiejarse de regreso a r grandes, después
de alcanzar un punto de retorno T' (ver E = Fj3 en la figura 3.5a).

3. Puede quedar atrapada entre dos puntos de retorno, oscilando en érbitas que, bajo
ciertas condiciones, pueden ser aproximadamente elipticas (ver E = E»).

4. Puede confinarse a un punto fijo C' en r, de manera que describe o6rbitas circulares.

Si una particula empieza en r < 2M y con relativamente poca energia, vemos que
golpea una barrera que impide que se escape. Esta barrera se sitiia alrededor del radio de
Schwarzschild y aparece también para particulas sin masa, como los fotones. Como veremos
en la seccidn 3.3.5, esto es en parte el corazon de la fisica de los agujeros negros. Sin embargo,
debemos notar que este comportamiento clasico no puede ser la historia completa, pues
sospechamos que a distancias pequenas los efectos cuénticos deben ser importantes.

Retomando las érbitas circulares del comportamiento 4, encontramos que estas ocurren
cuando

o
~ dr2

dv

dr =0

: (3.98)

r=re¢ r=re

donde r. es el radio orbital. Calculando V'’ y multiplicando por 4

condicion es equivalente a la ecuacién cuadrética

Mer? — ?r, +3M? =0, (3.99)

, encontramos que esta

cuyas soluciones para e = 1 son

o C+ey1-12M2/0 (3.100)

2M
Calculando ahora V" (r) y evaluando en r = r,, notamos que no existen 6rbitas circulares si
0? < 12M?; para (> = 12M?, ambas soluciones coinciden en r. = 6M y corresponden a una
orbita inestable por tratarse de un punto de inflexién de V; finalmente, para ¢2 > 12M?,
rf > 6M (r. < 6M) corresponde a una orbita circular estable (inestable) por ser un
minimo (méximo) de V. Ademés, en el limite con £2 > 12M? la solucién inestable se

convierte en P )
112M
T — (1= (11— =— ... =3M 3.101

e 2M[<2£2>+] ’ (8.101)
y r5 — oo. Este limite coincide con la solucién de (3.99) para e = 0 ilustrada con los
méaximos de la figura 3.5b, lo que significa que la trayectoria de las particulas con masa y
sin masa coinciden en este limite. Es decir, las 6rbitas circulares de fotones y particulas
masivas son las mismas, pero son inestables.

Finalmente, para particulas sin masa (¢ = 0), como se ilustra en la figura 3.5b, la
barrera de potencial no solamente evita que la luz penetre estrellas mas alld de cierta
r > 3M, sino que también evita que ésta escape por encima de r = 2M. Es debido a estas
propiedades que hemos definido antes el llamado radio de Schwarzschild, rs = 2M.
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3.3.5. Singularidades de Schwarzschild y agujeros negros

Hemos visto que r = 15 es un punto especial mas alla del cual una particula entrante
no tiene oportunidad de escapar. Esta observacion esta relacionada con la estructura de la
métrica de Schwarzschild codificada en (3.71). El intervalo y, por lo tanto, la métrica de
Schwarzschild presentan dos singularidades radiales:*

r=20 conocida como la singularidad,

r =7, conocida también como horizonte de eventos.

Aunque ambos puntos son considerados importantes fisicamente, solo uno de ellos corres-
ponde a una singularidad fisica del espacio—tiempo de Schwarzschild.

En general, en variedades Riemannianas descritas por métricas en cierto sistema coor-
denado, la métrica exhibe dos tipos de singularidades:

» Singularidades del espacio: puntos donde la curvatura diverge.

= Singularidades de coordenadas: singularidades aparentes que desaparecen con un
cambio de coordenadas apropiado. El ejemplo bésico de este tipo de singularida-
des es r = 0 en coordenadas polares, donde ¢%? = 1 /r? diverge, atin cuando en r = 0
el espacio Euclideo no tiene propiedades especiales.

Lo mismo ocurre en una variedad pseudo-Riemanniana o Lorentziana como la descrita por
la métrica de Schwarzschild.

Podemos identificar las singularidades fisicas al verificar si una combinacién escalar del
tensor de Riemann o Ricci diverge. Las combinaciones escalares incluyen las siguientes

R, RuWR"™, RuapR™ %, RasR" R,
Para la solucion de Schwarzschild, encontramos por ejemplo que

. 1272
RyapRM™P = TGS, (3.102)

lo cual diverge solamente para r = 0. De hecho, se puede mostrar que no diverge ningin
escalar de curvatura en r = rg, lo que significa que el espacio—tiempo de Schwarzschild no
exhibe divergencias en este punto. Sin embargo, como veremos en breve, r = r; tiene alguna
importancia fisica en los pocos objetos que ain pueden describirse por este espacio—tiempo
en esa posicion, es decir, aquéllos para los que T"” = 0 en r = r,. Notemos que la mayoria
de los objetos astrofisicos no satisfacen esta condicion. Por ejemplo, para el Sol (y estrellas

4Existen otras singularidades no radiales. Por ejemplo, al invertir la métrica, encontramos que 6 = 0 es
una singularidad. Como r = r,, § = 0 es sélo una singularidad de coordenadas.
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Figura 3.6: Conos de luz de particulas a distintas distancias del radio de Schwarzschild. Desde
la perspectiva de un observador distante, una particula tarda maéas tiempo en recorrer una cierta
distancia a medida que se aproxima a r = r;.

similares) Rs =~ 10My > 2My = r,, donde Ry y Mg son el radio y la masa del Sol,
respectivamente.

Los objetos estelares que pueden ser descritos por la métrica de Schwarzschild, tal que
TH =0 incluso a r < rg, son llamados agujeros negros de Schwarzschild. Estos agujeros
negros corresponden a los més simples: son estructuras esféricamente simétricas, estéticas,
sin momento angular ni carga eléctrica, que, desde un punto de vista clasico, concentran
toda su masa en la singularidad, r = 0.

Exploremos la estructura causal de tales agujeros negros. Los conos de luz pueden
determinarse fijando df = dp = 0 en el intervalo, tal que

ds2 =0 = (1 - ’i) dt? — (1 - E)_l ar — (1 - E)_l . (3.103)
T T dr T

lo que corresponde a las pendientes en el plano t — r de las fronteras del cono de luz. Estas
pendientes crecen a medida que r se aproxima desde r grande hacia r = r;, divergiendo en
este punto, como se ilustra en la figura 3.6. Las trayectorias permitidas de las particulas
viven en el cono de luz. Entonces, a medida que una particula se aproxima a r = rg, tarda
mas tiempo en (casi) alcanzar ry desde la perspectiva de un observador en reposo. Para
entender mejor este comportamiento, podemos utilizar la ecuacién de movimiento para una
particula masiva (3.96) con £ =0 (y e =1)

9 dr\? Ts
S =1-—. (3.104)
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Reexpresando % = %% en términos del tiempo ¢ medido por un observador distante, y

empleando (3.89), obtenemos la ecuacion diferencial
dt -1 —1/2
< 25(1_5) (52—1+E) : (3.105)
dr r r

cuya integral indefinida (para €2 < 1) en la region rs <7 < 75/1 — €2 es

ery/e2 —1+rs/r  erg(3 —2e?) e2—1+rg/r
t(r) = — — i 52)3/2 arctan -2
Ver—1+rg/r

— 2rg arctanh .
€

(3.106)

Claramente, el tercer término diverge cuando r se aproxima a r,. Esto significa que un
observador distante en reposo nunca ve que la particula que cae alcanza r;.

Ademés, debido al corrimiento al rojo (3.78) asociado al campo gravitacional

+ [ 1—rs/r
obs emit S
= _— 1
v (r) =v Hl—rs/R’ (3.107)

un observador distante localizado en R > r observa que la luz emitida con frecuencia ™

desde la posiciéon r por un cuerpo que se aproxima a r = rg sufre un corrimiento al rojo
hasta que v°P% — 0.

Sin embargo, la historia de acuerdo a la particula que cae en el agujero negro es bastante
diferente. Usando la ecuaciéon de movimiento (3.104) para una particula masiva que se
aproxima al agujero negro, obtenemos

dr T
= _,/e2 14+ 2 .1
dr € e (3.108)

(el signo menos se debe a que la particula se aproxima y, por lo tanto, r disminuye a medida
que 7 aumenta) que conduce a

ra/e2—1+4rs/r s e2—147rs/r 2
- + (1_;2)3/2 arctan\/?ﬂ para €° < 1,

2 _
Y e para e“ =1.

(3.109)

T =

Estos resultados son finitos. Esto muestra que r = rg no es un punto donde la fisica falla,
relacionado a una singularidad del espacio—tiempo, aunque algunas caracteristicas inusuales
aparezcan ahi para observadores distantes.

Ahora, nos gustaria explorar qué sucede al interior de un agujero negro, es decir, para
r < rg. Usemos la variable p = r5; — r, tal que

re >r>0 = 0<p<rs (3.110)
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Figura 3.7: Las direcciones radial y temporal son intercambiadas al interior del agujero negro, por lo
que el futuro de toda particula ahi siempre es la singularidad r» = 0. Este comportamiento peculiar
puede ser eliminado mediante un cambio de coordenadas.

y p crece a partir de r = rg. Con esta variable, el intervalo adopta la forma

P —

ds? = ——2 a4 + =P — (r, — p)2dQ2 (3.111)
Ts =P P

Nos damos cuenta de que este cambio de variable provoca un cambio de signo en los

coeficientes de dt? y dp?, por lo que p se convierte en una coordenada temporaloide mientras

que t se convierte en una espacialoide, como se representa en los conos de luz de la figura 3.7.

Por consiguiente, para ir al futuro debemos incrementar p, que se traduce en reducir r.
De esta manera, todas las trayectorias llevan inevitablemente a r = 0. Incluso los fotones
tienen el mismo comportamiento, independientemente de la direccién en la que haya sido
emitido. Los eventos que suceden en r < rg son atrapados en el agujero negro. Esta es la
razon por la cual r = rg se le conoce como el horizonte de eventos y, simultaneamente, el
origen del caracter oscuro de los agujeros negros de Schwarzschild: ni siquiera la luz puede
escapar, incluso si una fuerza externa intenta extraerla.

Como r = r;4 es solamente una singularidad de coordenadas, debemos poder removerla

al hacer un cambio de coordenadas apropiado. Usar las coordenadas de Kruskal-Szekeres
. .. =
resulta ser la mejor eleccién. Estas coordenadas se definen para r > rg como”

T 1/2 t T 1/2 t
X = ( - 1) e"/?"s cosh () , T = ( - 1) e"/?"s senh <> , (3.112)
T 27 Ts 2rs

®La eleccion de las letras X y T hace mas intuitiva la naturaleza de las coordenadas, pero la convencion
més aceptada en la literatura es u y v.
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y para r < rg cOmMo

r\ Y2 " O\ /2 "
X=(1-— essenh (— ), T=(1-— e/ cosh ( — ) . (3.113)
Ts 2rg Ts 2rg

En estas coordenadas, el intervalo de Schwarzschild es reescrito como

4 3
ds® = <TS> e/ (AT? — dX?) — r2d02. (3.114)

r

La primera observacion es que la superficie r = r5 ya no es singular; s6lo » = 0 es una
singularidad del espacio de Schwarzschild. Ademaés, notamos que, en estas coordenadas, X
es espacialoide mientras que T es temporaloide. También encontramos que las curvas nulas
de los conos de luz estan dadas por

AT = +d X,

como en el espacio—tiempo de Minkowski y, entonces, no sucede ninguna conversién peculiar
de los conos de luz.

En estas coordenadas, una superficie con r constante esta dada por la hipérbola
r
X2 -1 = ( — 1) e/ = cte, (3.115)
7.‘S
mientras que la superficie con t constante estd dada por las lineas rectas

T t
x= tanh (27“s> = cte (para r > rg). (3.116)

Observamos que la singularidad r = 0 corresponde a la hipérbola
X?-T?=-1.
Adicionalmente, el horizonte de eventos esta descrito por
X2_T2=0 — T=+X,

que coincide con la superficie de tiempo para t — £oo, indicando, como se esperaba, que
un observador en reposo observa que una particula nunca alcanza el horizonte.

Con esta informacién, podemos trazar el diagrama de Kruskal de la figura 3.8, en el
que se omiten las coordenadas angulares, por lo que cada punto representa los eventos
que ocurren en una esfera de radio r. Formalmente, las coordenadas de Kruskal-Szekeres
describen correctamente solo las regiones I y II. Vemos que si trazamos un cono de luz en
cualquier punto de la regién I, el futuro de una particula puede incluir hipérbolas asociadas
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r cte

/A 7 agujero negro Q
con tiempo invertido
= agujero blanco

Figura 3.8: Espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal-Szekeres. Debido a que
no se muestran las coordenadas 6 y ¢, cada punto es una esfera de radio r. Las regiones I y II
corresponden al exterior e interior de un agujero negro, respectivamente, mientras que las regiones
III y IV, al exterior e interior de un “agujero blanco”. Las lineas punteadas corresponden al horizonte
de eventos. Los tnicos “bordes” del espacio—tiempo permitidos son los asociados a la singularidad.

a menores valores de r, hasta cruzar el horizonte de eventos, representado por la recta
punteada, y llegar a la region II. Pero, lo que es més relevante es que el futuro del cono
de luz de una particula en la regiéon II, debido al cambio de direccion de las hipérbolas,
incluye s6lo hipérbolas correspondientes a r méas pequenos, impidiendo que la particula
escape del horizonte de eventos y provocando que concluya su travesia inevitablemente en
la singularidad, donde el espacio—tiempo de Schwarzschild acaba. La region II corresponde
al interior del agujero negro. Esta descripciéon coincide con nuestras observaciones en las
coordenadas habituales y, por lo tanto, es una descripcién completa del espacio-tiempo de
Schwarzschild.

Las regiones III y IV representan una extension (maxima) del espacio-tiempo de Sch-
warzschild, en donde el comportamiento de las particulas difiere al que exhiben en el agujero
negro. En especial, el cono de luz de una particula que comienza en la singularidad, en la
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region IV, conduce inevitablemente a valores de r cada vez mayores, hasta que es expulsada
a través del horizonte de eventos, en la region I1I. Dado que, al contrario del agujero negro
de la region II, la regiéon IV expulsa toda particula e informacién ahi contenida, es comin
llamarla agujero blanco.

La composicion agujero blanco/agujero negro del diagrama de Kruskal revela una carac-
teristica interesante. Si suponemos que las singularidades en II y en IV son independientes,
entonces el universo descrito por el agujero negro y su exterior es independiente del descrito
por el agujero blanco y su exterior. Pero, si consideramos que sélo existe una singularidad
v que las parabolas correspondientes en las regiones IT y IV son el mismo lugar del espacio—
tiempo, entonces existe una conexioén entre las dos regiones del universo denotadas por I
y 1T a través de la singularidad, convirtiendo el agujero negro (y el blanco) en un agu-
jero de gusano. Este tipo de conexiones son més formalmente conocidas como puentes de
Einstein—Rosen y corresponden a las extensiones maximas del espacio—tiempo de Schwarzs-
child que garantizan que toda particula tenga una trayectoria futura, incluso tras caer en
la singularidad del agujero negro.

Los agujeros de gusano de Schwarzschild o puentes de Einstein—Rosen no pueden existir
en nuestro universo, pues las singularidades de este tipo se desintegrarian mucho antes de
que cualquier particula, incluso un fotén, sea capaz de atraversarlo, si la conexioén ocurre
entre dos regiones del mismo universo.® Una posibilidad de lograr la estabilidad de este
tipo de conexiones, primeramente explorada por K. Thorne, es incluir materia formada de
particulas con masa o energia negativas, atin no observada. Otra forma de que los puentes de
FEinstein—Rosen puedan existir es si éstos conectan dos universos diferentes, en un escenario
en el que nuestro universo es s6lo uno de muchos en un multiverso. Desafortunadamente,
dado que la informacién no puede salir de un agujero negro, no es posible confirmar o
descartar esta conjetura. Por lo tanto, por el momento, aunque los agujeros de gusano son
una posibilidad interesante, se les considera una simple curiosidad tedrica.

3.3.6. Formacion y tipos de agujeros negros*

Se considera que los agujeros negros surgen del colapso de una estrella vieja. Cuando la
fusion nuclear del hidrogeno de una estrella ha llegado a su etapa final debido a la escasez
de protones libres, la presiéon producida por la fusién deja de ser suficiente para soportar
la fuerza gravitacional. Este desequilibrio provoca primeramente la expulsién violenta de
la capa exterior de la estrella, dejando el resto en forma de un denso cuerpo celeste (con
densidades de entre 10% y 10'! kg/cm?), el cual puede ser una enana blanca o una estrella
de neutrones, dependiendo de la masa de la estrella original.

Las enanas blancas estan casi enteramente compuestas de electrones degenerados (con
las mismas propiedades cuanticas) mientras que las estrellas de neutrones contienen casi

SVer e.g. R.W. Fuller, J.A. Wheeler, Causality and multiply-connected space—time, Phys.Rev.128, 1962.
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s6lo neutrones degenerados. Es la degeneraciéon cuéntica de esas particulas la que impide,
mediante el principio de exclusiéon de Pauli, el colapso total del material de las estrellas
en r = (. Sin embargo, esta estabilidad no es sostenible cuando la masa total es mayor
al llamado limite de Chandrasekhar, equivalente” a 1.44 masas solares M, donde My =~
1.99 x 10%° kg. Si la masa de la enana blanca o la estrella de neutrones rebasa ese limite,
el destino de la estrella es el colapso total en un agujero negro.

Considerando el origen de los agujeros negros, uno podria pensar que la estructura
interna, la composicién exacta, la presiéon de plasma, etc. de una estrella pueden contribuir
a la naturaleza del agujero negro. Asi, intuitivamente, habria tantos tipos de agujeros
negros como diversidad de estrellas y de contenido en las estrellas hay en el universo. Pero
no es asi.

El (entre fisicos) llamado teorema sin pelo o de no pelo limita el nimero de cantidades
fisicas que son necesarias para describir un agujero negro. Este teorema es en realidad
una conjetura matematica que sugiere que, bajo la suposicién de que el espacio—tiempo
de un agujero negro es asintéticamente plano (es decir, que es descrito por la métrica de
Minkowski para valores grandes de las variables espacio—temporales), las soluciones a las
ecuaciones de Finstein—Mazwell,®
K

1 1
R — 2g"(R+28) = — <F”C“F”a - 49“”FQ5FC“5) : (3.117)

0
estan completamente caracterizadas por tres propiedades de un agujero negro que un ob-
servador externo puede medir: su masa M, su carga eléctrica () y su momento angular
(también llamado espin por los astrofisicos) J. Por supuesto que, antes de colapsar, una
estrella posee mas informacioén (como el espin cuantico, nimeros bariénico y lepténico,
cargas de color y sabor, etc.), pero esta informacion, que es lo que algunos llaman el “pelo”
del agujero negro, desaparece dentro del horizonte de eventos para un observador externo
una vez que la estrella colapsa y se configura el agujero negro. Se dice entonces que un
agujero negro no tiene pelo para un observador externo, como nosotros.

El “teorema” o, mas bien, la conjetura de no pelo solamente ha sido probada parcial-
mente en algunos casos, bajo condiciones precisas del tipo de “pelo” o de los valores de la
carga eléctrica del agujero negro.” La obtencion de una demostracion general o para casos
especificos complejos representa aiin un drea de investigacién en progreso.

De ser correcta la conjetura de no pelo, sélo existen cuatro tensores métricos posibles
para los agujeros negros, los cuales se clasifican de acuerdo con sus propiedades basicas de
momento angular J y carga (), empleando los nombres de sus descubridores:

"Este valor so6lo es correcto para enanas blancas. El limite de Chandrasekhar para estrellas de neutrones
es desconocido, pero hay razones para pensar que puede ser ligeramente mayor a 2Ma. Gracias a Miguel
Alcubierre por esta observacion.

8Las ecuaciones de Einstein-Maxwell (3.117) son las ecuaciones de campo de Einstein aplicadas al caso
de un tensor de energia—momento en espacio curvo, resultado de generalizar el introducido en (2.169).

9Ver e.g. P.O. Mazur. Black hole uniqueness theorems, [arXiv:hep-th/0101012], y sus referencias.



3.3 Solucion de Schwarzschild: estrellas y agujeros negros 183

J=0 J#0
Q=0 Schwarzschild Kerr
Q # 0 Reissner—Nordstrom Kerr—Newman
) \J
Simetria esférica Simetria axial

A pesar de que estos tensores comparten algunas propiedades, tales como las simetrias
geomeétricas (esférica o axial) que determinan la forma de los agujeros negros, su estructura
esta definida por los detalles de cada caso. Como un ejemplo y sin discutirlo en detalle, la
métrica de Kerr conduce al siguiente intervalo en coordenadas esférico—polares:

T 2rrsasen?
ds® = (1 _ —5) 4?4 SO g
s S + S ©

_E g2 nae - <r2 J o2 4 o0 sen’6

2971 2
A > >sen 0dy~, (3.118)

donde 75 es el radio de Schwarzschild, a = J/M parametriza el momento angular del
agujero negro de Kerr, ¥ = r2 4 a?cos?0 y A =r? — rry, + a®.

Es directo notar que recuperamos el intervalo de Schwarzschild (3.71) a partir del
intervalo de Kerr (3.118) en ausencia de momento angular, cuando a = 0. Sin embargo,
para a # 0, ambas geometrias son muy diferentes.

Notamos que en un agujero negro de Kerr existen cuatro singularidades de coordenadas,
en las que g, 0 g4 divergen. Hay dos horizontes de eventos, correspondientes a las esferas
de radios r}jl[ = %(TS + /12 — 4a?), en las que g, diverge. Ademaés, existen dos superficies
delimitadas por r¥ = %(rs + /72 — 4a? cos? #), que coinciden con los horizontes de eventos
en los polos, pero estan abultadas en el ecuador, y en las que 1/g; = 0. El volumen entre
un horizonte y estas superficies corresponde a las llamadas ergdsferas, en las que todas las
particulas ahi encontradas sufren una aceleraciéon debida al arrastre que ejerce sobre ellas
la rotacién del propio espacio—tiempo.

Es probable que no todos estos agujeros negros sean estables. En ausencia de materia
exterior, se sospecha que todos son estables, aunque la configuracion més estable es la que
posee simetria esférica. Sin embargo, en presencia de, por ejemplo, algunos campos escalares
externos, hay indicios de que los agujeros negros rotantes podrian perder energia por medio
de un proceso conocido como superradiancia. Otro mecanismo por el que agujeros negros
rotantes podrian perder energia es el proceso de Penrose, en el que particulas externas
atrapadas en la ergosfera ganan energia al ser aceleradas y luego expulsadas, disminuyendo
el momento angular del agujero negro.

Aunque es imposible observar directamente a los agujeros negros porque (casi) no emi-
ten radiacion electromagnética'?, tipicamente se identifican por la deteccion de radiacion

10Cerca, del horizonte del agujero negro, como en todas partes, fluctuaciones cuanticas del vacio permiten
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emitida por intensos discos de acrecion de materia (caliente y densa) tragada por el agujero
negro. En contraste con los discos de acrecién de estrellas jovenes, que emiten radiacién
infrarroja, estos agujeros negros emiten en la regién de rayos X del espectro.

3.4. Pruebas de la relatividad general

Las estrellas comunes tienen, en buena aproximacion, simetria esférica. Aunque estan
rotando, también pueden ser modeladas por medio de la métrica de Schwarzschild. Para
comprobar la fortaleza de la relatividad general, dado que no vivimos atrapados en un
agujero negro, consideramos lo que sucede alrededor de una estrella de Schwarzschild en la
region con r > rg.

La mayoria de nuestras pruebas de la relatividad general involucran el movimiento de
nuestras particulas de prueba favoritas, los planetas, en la vecindad de un campo gravita-
cional esféricamente simétrico producido por el Sol.

Cuando Einstein concibi6 su teoria de la relatividad general, sugiri6 tres pruebas rela-
tivamente sencillas:

1. el corrimiento al rojo gravitacional, que hemos estudiado en las secciones 3.1.2 y 3.3.2
) b
primero como una consecuencia inmediata del principio de equivalencia;

2. la desviacion de la luz por una fuente gravitacional, que es una buena prueba de la
relatividad general, aunque es detectable incluso en el limite de campo débil (New-
toniano); y

3. la precesion de los perihelios, la cual constituye la mejor prueba temprana de la rela-
tividad general puesto que la mecénica Newtoniana no puede explicarla con precision.

Una prediccién adicional, usualmente ignorada en los textos, es la existencia de ondas
gravitacionales, finalmente descubiertas un siglo después de la predicciéon por la colabo-
racién LIGO en la probable coalescencia de agujeros negros distantes,!! y posteriormente
detectadas con comprobacion 6ptica por la colaboracion LIGO-Virgo y diversos observa-

torios astronémicos!'? en la coalescencia de estrellas de neutrones.

la creacién de particulas y antiparticulas, emitidas hacia adentro y hacia afuera del agujero negro. Hawking
mostré en 1974 que la radiaciéon emitida de esta manera puede causar la evaporacion del agujero negro tras
algtn tiempo.

"Ver B.P. Abbott et al. (LIGO Scientific and Virgo Collaborations), Observation of Gravitational Waves
from a Binary Black Hole Merger. Phys. Rev. Lett. 116 (2016) no.6, 061102 [arXiv:1602.03837 [gr-qc]].

2Ver B.P. Abbott et al. (LIGO Scientific and Virgo Collaborations), GW170817: Observation of Gra-
vitational Waves from a Binary Neutron Star Inspiral. Phys. Rev. Lett. 119 (2017) no.16, 161101 [ar-
Xiv:1710.05832 [gr-qc]|.
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A continuacion estudiamos algunos aspectos de las predicciones de la relatividad general
aun no discutidas hasta este punto, importantes para entender las razones por las que la
relatividad general fue aceptada como una teoria fisica.

3.4.1. Desviacion de la luz

Consideremos que el campo gravitacional del Sol (y otras estrellas) esta descrito por
la solucion de Schwarzschild y estudiemos el movimiento de fotones en el plano 6 = 7/2,
regido por las ecuaciones de movimiento (3.94) y (3.90) (con e = 0),

dr\? Iz 2M
(d:) —V(r), V()= (1 - ) ,
P 2r r (3.119)
Y

donde los signos en la segunda ecuaciéon provienen de restringir £ > 0. Combinando la
ecuacion radial y angular, obtenemos

de 02 /rt B 1
‘“_i¢¥—ﬁ(—%ﬂ_iﬂ¢;—z(—”0’ o

donde hemos definido el parametro b como

(3.121)

M|~

Para simplificar la ecuacion de movimiento (3.120), aplicamos el cambio de variable

1
u= -,
r
que conduce a
d 1
dﬁ =T : (3.122)
u & — u?(1 — 2Mwu)

El limite de Newtoniano estricto se obtiene despreciando 2Mwu. Si consideramos un
foton llegando desde un punto muy lejano (donde r — oo y u — 0), escogemos el signo
positivo para una particula entrante, obteniendo

d 1
PO S = © — po ~ arcsen(bu), (3.123)
du 12

b
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A
%52 =V(r)
4
2M T
¢ _ ©o
<€ <€
b

Figura 3.9: Distancia de maximo acercamiento a una estrella esférica y estatica para una particula
no masiva con energia €2 /2. Dado que se trata de movimientos clasicos sometidos al potencial estelar
V(r), la luz proveniente de r — oo se acerca hasta que se satisface V(r) = €2/2, que es su punto
de retorno. Cuando la energia de la luz esté por encima del méaximo del potencial, penetra hasta la
estrella.

suponiendo que la direccion original del foton es @g. Vemos primero que esta ecuacion
puede reescribirse de una manera mas sugerente, como

rsen(p — ¢o) = b, (3.124)

lo que se parece a la ecuacién de una linea recta en coordenadas polares. Para apreciar

esto, consideremos qué sucede cerca de la estrella. La distancia de acercamiento maximo,

|
como se ilustra en la figura 3.9, esta determinada por %52 =V(r), que en términos de u y

despreciando 2Mu, como antes, conduce a
1
2
(Tl 22 (3.125)
de donde observamos que b corresponde al pardmetro de impacto. Sustituyendo este resul-

tado en (3.123), encontramos
™
0 — o 5 (3.126)

Esto, por supuesto, no es el resultado completo porque un fotén debe experimentar una
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desviacion idéntica cuando se aleja, tal que

¢ — o= (¢ —¢)+(p—wo) =, (3.127)

donde ¢ denota la direccion del foton que se aleja. Esto es, por supuesto, el resultado
Newtoniano, suponiendo que la masa de los fotones es nula.'?

Sin embargo, esto se basa fuertemente en nuestra suposicion de que 2Mu es enteramente
despreciable, pero cerca de una estrella como la nuestra 2Mwu < 1 puede tener un efecto.
Por lo tanto, propongamos un cambio de variable distinto

y =u(l — Mu), Mu < 1, (3.128)
lo que implica que

Y

uzl—Mu

M
~ y(1 + Mu) :y<1+ yu> ~y(1 + My), (3.129)

1-M
despreciando términos de orden O(M?u?). Entonces la ecuacién de movimiento (3.122)

puede recibirse como
dp 1+2My

dy /b%_yz

donde hemos usado que y? = u?(1 — 2Mu + M?u?) ~ u?(1 — 2Mu). La solucién de esta
ecuaciéon esta dada por

(3.130)

y
1
© — po ~ arcsen(by) — 2M i 2
(3.131)
1 2M
= arcsen(by) — 2M i y2 + =

Repitiendo los pasos del limite Newtoniano estricto, encontramos que la menor distancia a

la que un fotén con energia %52 se acerca a una estrella estd dada por

1
Y. (3.132)
b
Sustituyendo este resultado en (3.131) se obtiene
T 2M
—po~ — + — 3.133
'Y ¥o 2 + b’ ( )
que, aplicando la misma logica que en (3.127), conduce al resultado final
aM
o — o+ ——. (3.134)

b
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Figura 3.10: Angulo de deflexiéon de la luz provocado por el campo gravitacional de una estrella
modelada por la métrica de Schwarzschild.

Este resultado difiere del Newtoniano por %, lo que implica que la luz se desvia

gravitacionalmente. Podemos ver este efecto ilustrado en la figura 3.10.
Para el Sol, suponiendo que la distancia més cercana es b = Ro ~ 6.96 x 10° km y
Mg = 1.47 km (en unidades naturales), encontramos que
4Me
Re

= 8.45 x 10 Orad ~ 1.74". (3.135)

Este resultado fue confirmado primeramente por Arthur Eddington en 1919, quien report6
(utilizando una representacién moderna de los datos), el valor'*

Ap=¢ —pg—m=198"40.178", (3.136)

compatible en un intervalo de 20 con el valor predicho. Posteriormente, se ha comprobado
varias veces esta medicion, de las cuales una de las méas destacables es la observacién de
Texas Mauritanian Eclipse Team de 1973, en la que lograron determinar Ay = 1.66" +
0.19”, en coincidencia con los resultados teéricos.”

Quiza la mejor aplicacion de esto son las lentes gravitacionales, una herramienta que
ha revelado que hay més materia que interacttia gravitacionalmente de la que podemos
observar con un telescopio; a esta materia extra se le conoce como materia oscura.

3.4.2. Precesion “anémala” del perihelio

Mercurio es el planeta méas cercano al Sol y, por lo tanto, el mas afectado por el campo
gravitacional de nuestra estrella. Desde una perspectiva Newtoniana, no obstante, esto no

13Se obtienen resultados diferentes si se supone incorrectamente que los fotones tienen un masa pequefia.

Ver M. Niaz, Critical appraisal of physical science as a human enterprise, cap 9. Springer, 2009.

15Texas Mauritanian Eclipse Team, Gravitational deflection of light: solar eclipse of 80 June 1973 I.
Description of procedures and final results., Astronomical Journal 81 p.452, 1976.
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\ -

Figura 3.11: Desplazamiento precesional A del perihelio de un planeta.

puede alterar la forma eliptica de la 6rbita de Mercurio. A pesar de esto, se ha observado
que el perihelio'® de Mercurio cambia de posicién a una tasa de ~ 43" /siglo. Esto puede
explicarse si las o6rbitas planetarias precesan, causando un desplazamiento precesional A
del perihelio, como se ilustra en la figura 3.11.

Para calcular el desplazamiento A, consideremos la razon de las ecuaciones de movi-
miento (3.90) y (3.96) para una particula masiva (con e = 1),

(j:)z =e>=2V(r), V(r)= % <1 - in> (1 + fi) :

dp\*_ 2
dr )]

<dr>2 2 (-2 (1+5) (3.138)

@ = ro.

(3.137)

que conduce a

62

En términos de la variable u = %, esta ecuacion adopta la forma

du '\ 2 1 /dr\* 2 1 2M 9
) = () = - 2Mu3. 3.139
<dg0) rd <dg0> 2 g2 + Iz uo “ ( )

Con la finalidad de simplificar esta ecuacion, diferenciamos con respecto a ¢, lo que resulta

en

du d?u  2M du du
— = _u— 4+ 6MuP— 3.140
dpdp? 2 do udgp +oMu de’ ( )

18E] perihelio es la posicion de méximo acercamiento de un planeta a su estrella.



190 Relatividad general y sus aplicaciones basicas

que para una u(y) no trivial equivale a

d?u M

7+u——+3Mu 3.141
Incluso Mercurio, el planeta mas rapido (para el cual ¢ es grande), se puede mostrar que el
cociente 3Mwu?/(M/¢?) es del orden 10~7 y entonces podemos despreciar el segundo término
del lado derecho de (3.141). Despreciar este término corresponde al limite Newtoniano
estricto. Por lo tanto, tenemos que la ecuaciéon de movimiento se reduce (en este limite) a

d2u0 M
42 +up ~ 2 (3.142)
cuya solucién es
M M
uo(p) = 5 (1= Acos(p = o)) = 75 (1 = Acos ), (3.143)

en donde la ultima igualdad resulta de tomar ¢y = 0 por simplicidad. La solucién (3.143)
describe una elipse con excentricidad A, es decir, hemos recuperado el resultado Newto-
niano. Sustituyendo en la ecuacién original (3.139), omitiendo el término 2Mu?, podemos
verificar que la excentricidad esta dada por

/2
Para averiguar la correccion relativista a la solucion Newtoniana uo(cp) podemos usar un
método perturbativo. Definiendo 3M (3.141) como
d?u M ?u?
— = — —_—. 3.145
Proponemos un primer ansatz
u = ug + nuy + O(n?), (3.146)
que, tras reemplazarlo en (3.141), resulta en
d2u0 d2u1 M €2
12 + ug + ”dTa? +nup = el + nM(uo + 2nuguy + n°u?). (3.147)

Recordando (3.142), los primeros dos términos del lado izquierdo cancelan el primero del
lado derecho. Entonces, a primer orden de 7, encontramos

d2ug 2

M
a2 +up ~ —ud = (1 —2Xcos ¢ + A cos® )

€2

7 —(1—=Acosp)? =
M 1 2AM MN?
=— (1 + )\2> - COS P + ——5— COS 2¢,

(3.148)

2 2 202
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donde usamos cos? ¢ = %(1 + cos 2¢). Para esta ecuacion, proponemos un segundo ansatz
u; = A+ Byseny + C cos 2¢p, (3.149)

lo que nos lleva a

—— 4+ u; = A+ 2B cos ¢ — 3C cos 2¢. (3.150)
¥

Comparando este resultado con (3.148), encontramos

M 1 AM M2
A=—"(1+=X2 B=——- =—— 151
La solucioén final a orden 7 esta dada por
M M 1., 22
VRS 6—2(1 — Acosp) —1—776—2 [(1 + 5/\ > — Apsen p — Fcos&p . (3.152)

Observamos que el primero y tercer términos en el paréntesis cuadrado son pequenas co-
rrecciones al resultado Newtoniano, mientras que el segundo término crece con ¢ y se
convierte en una correcciéon dominante. Por lo tanto, podemos aproximar nuestra solucién
por

S
Q

NS

(1 — Acosp — Anpsen @)
(3.153)

~
~

(I =Acos[p(l —n)]), n<1

Los términos omitidos de (3.152) cambian el foco de la solucion eliptica y su amplitud de
oscilacion. Sin embargo, de (3.153) vemos que los términos que conservamos cambian el
periodo de oscilacion siempre y cuando 1 # 0, de manera que de un perihelio al siguiente
27

=1

Ap ~2m(1+mn). (3.154)
La diferencia respecto al resultado Newtoniano se identifica con el desplazamiento prece-

sional de la orbita )

M
A=Ap—21 =21 = 67;72 rad/orbita. (3.155)

Para reescribir este resultado en términos del radio r. de una orbita casi circular (como la
de Mercurio), debemos recordar que en una orbita estable se satisface (3.99). Resulta que

2=

gy < M (3.156)

Tc
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y, asi, para orbitas casi circulares,'”

6mM
A~ T (3.157)
Te
Sustituyendo los datos de Mercurio y el Sol (con Mg — 1.989 x 103 kg G /c? ~ 1.47 km,
re 2~ 5.5 x 107 km), obtenemos
_ 6m-1.47 km
7 5.5 % 107 km

Considerando un periodo orbital de Mercurio de 87.97 dias =~ 0.24 anos, calculamos

~ 5 x 10~ "rad/érbita. (3.158)

A =~ 43" /siglo, (3.159)

que, comparado con el valor medido A = 42.98”40.04”, exhibe una precision sobresaliente.

3.4.3. Ondas gravitacionales

Para apreciar la aparicién y propiedades de las ondas gravitacionales, deberemos hacer
una serie de simplificaciones de las ecuaciones de Einstein que permitiran identificar la
dindmica del propio espacio tiempo, codificada en la dindmica de h,, en la aproximacion
de campo débil (3.10), debida a la presencia de materia en movimiento.

En la aproximacién de campo débil, es posible obtener una linealizacién de las ecua-
ciones de campo de Einstein, frecuentemente llamada gravedad linealizada. Con este fin,
retenemos los términos lineales en h,, de los elementos de las ecuaciones. Consideremos,
para empezar, los simbolos de Christoffel (2.221). Empleando que 74,3 = 0, por lo que
Jav,3 = hay g a orden lineal en h, encontramos

1 74
FMOc,B = 59“ (goa/,ﬁ + 98v,a — gaﬁ,u)

1
~ 5" (havg + hgva = hagy) (3.160)

1
= 5 (ha® 5 + 1" 0 = ap™).
Por otro lado, las tinicas contribuciones lineales al tensor de Ricci (2.331) son las lineales

en I, puesto que los otros términos son cuadraticos en h. Por lo tanto,

~ T o
RMV ~T nr,oe T r o,V

1

~ §(hua,ua + hua,,ua - hw/aa - h'u,a,ay — haa“LW + hua’a,/) (3161)
1

= i(hua,ua + hl/a,ua - hw/,aa - h,,uzz)a

17Para facilitar los calculos, este resultado, al incluir las constantes que omitimos al usar unidades natu-
rales, se expresa como 6mGyM/r.c?.



3.4 Pruebas de la relatividad general 193

donde hemos definido
h=h% =n1%hgg. (3.162)

El escalar de Ricci linealizado estd dado por

1
R ~ nMVRuV ~ 77]””(1’2‘#0‘,1/0[ + hllauua - h/“’vaa - h“u,y)

2

1 o Q (07 .
- §(hu Fa+ W o — Ryl ™ = hyt) (3.163)
= h8 5 —hgP.

Las ecuaciones de Einstein linealizadas pueden expresarse como R, — %n,wR ~ 8T .
Por lo tanto,

Poaw® + Poap® = Puwa® = hyw — M (hap®® — ho®) = 1677, (3.164)

Ahora, para simplificar esta expresion, definimos el operador barra actuando sobre las
componentes del tensor h,,, como

— 1

hyw = hyw — 577/ujh- (3.165)
Se utilizard la barra para implicar la misma operacién para cualquier otro tensor simétrico.
Entonces G, = EW a primer orden en h,, y EW = hyy, es decir hy, = EW — %nwﬁ. Con
esta notacion, las ecuaciones de Einstein linealizadas (3.164) se convierten en

— Rpo® = Mg 4+ hua®y + hua®y = 1677, (3.166)

El primer término de esta ecuacion es el usual d’Alembertiano en espacio plano, mientras
que los otros términos se vuelven irrelevantes si e.g. se impone la condicion de norma de
Hilbert,

W o =0. (3.167)
Estas condiciones de norma son las analogas tensoriales a la norma de Lorentz A%, = 0
de la teoria electromagnética. Esta condicién que imponemos no afecta la fisica, solamente

es una eleccion para simplificar el algebra. De esta manera, la ecuacion (3.166) se convierte
en

P = LB ecs. de Einstein linealizadas (3.168)
Escribiendo esta ecuacién de manera que resulte mas familiar, encontramos
Ohyy = 0%Onhy, = —167T, , (3.169)

que en el vacio se reduce a
O~y = 0. (3.170)
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Como el espacio es plano, el d’Alembertiano tiene la forma [ = 92 —V?, es decir, la ecuacién
de campo tiene la forma de una ecuaciéon de onda para EW. En otras palabras, la dinamica
de las fluctuaciones del espacio—tiempo es ondulatoria. Se propone una solucién de onda
plana en la forma de exponencial compleja para la solucién de esta ecuacion diferencial,

Ty = Aye*e™ (3.171)

donde A,, es la amplitud de la onda plana, que corresponde a las componentes de un
tensor constante simétrico de rango (0,2), y k7 son las componentes de un vector de onda
constante. Sustituyendo el ansatz (3.171) en (3.170) es facil demostrar que para que (3.171)
sea una solucién valida se requiere que

kok® =0. (3.172)

Por lo tanto, la onda plana (3.171) es una solucion de la ecuacion linealizada si el vector
de onda es nulo o luminoide. Esto significa que las perturbaciones a la métrica plana
codificadas en h se propagan a la velocidad de la luz. La componente temporal del vector
de onda se refiere a la frecuencia de la onda, y escribimos (k%) = (w, k!, k2 k3)T.

Imponemos la condicién de norma de Hilbert (3.167) en términos del ansatz (3.171),
QR = 0,(AM ek tTy = j AR ether L (), (3.173)
que implica que
k, AP =0. (3.174)
Esta condicién significa que el vector de onda con componentes k, es ortogonal al tensor
con componentes A" en la norma de Hilbert.

Para simplificar aun més este tratamiento, proponemos la llamada transformacion de
norma gravitacional
hpw = by — & — v s (3.175)
donde ¢ es un vector arbitrario suficientemente pequenio para no afectar la condicion de
campo débil, |h,,| < 1. Si determinamos las cantidades fisicas que aparecen en las ecua-
ciones de campo de Einstein, podemos comprobar que tanto el tensor de Riemann como
los tensores de Einstein y de energia—momento son invariantes bajo la transformacion de
norma (3.175). Esta cualidad de las ecuaciones linealizadas es evidencia de una cualidad
general de la relatividad general: es una teoria de norma.

Habiendo impuesto la condicion de vector de onda nulo (3.172), la ortogonalidad del
vector de onda con la amplitud de la onda (3.174), y usando las transformaciones de
norma (3.175) en (3.171), obtenemos que el tensor A*” solamente tiene dos componentes
independientes, que en su representaciéon matricial aparecen como

0 0 0 0

10 A A O
(Aw) = |, A A 0 (3.176)
0 O 0 0
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Entonces, para una onda plana con esta norma, que viaja en la direcciéon 3, sus compo-

nentes A11 y Aj2 (junto con su frecuencia w) caracterizan completamente la onda.

Para obtener los efectos de la onda, se considera el movimiento relativo de un anillo
de particulas cercanas. Resulta que las componentes A1; y Aj2 corresponden a las dos
polarizaciones de la onda gravitacional. Como se justifica a continuacién, renombramos
estas componentes independientes como Ay = A1 y Ax = Ajo.

Si empezamos con un anillo de particulas estacionario en el plano z'-—22, a medida que

pase la onda con polarizacion A, estas oscilan horizontal y verticalmente con la forma de
“4” como se representa en la figura 3.12. Para el caso de la polarizacién correspondiente a
Ay, el anillo de particulas oscila con la forma de “x”, como se representa en la figura 3.13.
Estas perturbaciones ondulatorias que se desplazan mediante vectores de onda luminoides
son las que llamamos ondas gravitacionales.

Deteccion de ondas gravitacionales

La existencia de las ondas gravitacionales es, como la de los agujeros negros, una ines-
perada prediccion de la relatividad general. FEinstein not6é en 1916 que su teorfa indica que
cualquier cuerpo es capaz de producir deformaciones ondulatorias en el espacio si sufre
una aceleracién repentina. Esto ocurre, por ejemplo, cuando dos objetos cuerpos colisio-
nan, o cuando dos masas similares forman un sistema gravitacional binario, como el de los
planetoides Pluton-Carionte.

Como hemos visto, las ondas gravitaciones, al desplazarse, alargan y contraen repetiti-
vamente el espacio por el que transitan gracias a la energia que transportan. Desafortuna-
damente, debido a que la gravedad es la fuerza més débil de las fuerzas de la naturaleza,
a pesar de que todo cuerpo puede producir ondas gravitacionales, son practicamente inde-

>
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Figura 3.12: Movimientos de un anillo de particulas libres en el plano z! — 22 provocados por una

onda con polarizacién Ay . En el grafico, la direccién horizontal es z'; sin embargo, las figuras a la
derecha corresponden a configuraciones que ocurren en tiempos posteriores a las de la izquierda.
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Figura 3.13: Movimientos de un anillo de particulas libres en el plano z' — 22 producidos por una

onda con polarizacion Ay.

tectables a menos de que sean producidas por fuentes gravitatorias inmensamente masivas
o energéticas, tales como estrellas de neutrones o agujeros negros. Por si fuera poco, como
la intensidad de las ondas es atenuada con la distancia recorrida y las posibles fuentes
supermasivas no son cercanas a la Tierra, incluso en un caso 6ptimo, una onda que llegara
a nosotros causaria deformaciones espaciales mucho mas pequefias que un ntucleo atémico.

Uno de los pioneros en la biisqueda de las ondas gravitacionales fue el fisico estadou-
nidense Joseph Weber, quien diseno cilindros de aluminio, de 2m de longitud y 1m de
diametro, que podrian absorber la energia de una onda gravitacional y resonar con la onda
detectada. A pesar de que en 1968 Weber afirmé haber observado lo que esperaba, sus re-
sultados fueron controvertidos porque no podian ser replicados y porque, entre otras cosas,
describian la existencia de fuentes relativamente pequenas y tan masivas como miles de
galaxias juntas. Desde la prediccién y hasta entonces, las ondas gravitacionales eran tan
controversiales que muchos, incluyendo al mismo Einstein, dudaron de su existencia.

Poco después, entre 1974 y 1978, llegaria la reivindicaciéon de las ondas gravitacionales.
FEn 1974, los astrénomos Joseph H. Taylor Jr. y su ex-estudiante Russell A. Hulse descubrie-
ron un sistema rotante de dos estrellas de neutrones separadas apenas por algunas veces la
distancia entre la Luna y la Tierra. Cuatro afios después de descubrir este sistema, Taylor
notd que el sistema rotaba cada vez més riapido, pero en una 6rbita cada vez mas pequena.
La tnica explicacién consistente con los datos es que el sistema estd en ruta de colisién
porque pierde energia en forma de ondas gravitacionales. Esta constituy6 la primera prue-
ba indirecta de la existencia de las ondas gravitacionales. Tras el merecido premio Nobel
de 1993 a Taylor y Hulse, se convirtié en consenso que las ondas gravitacionales existen,
aunque nuestra tecnologia deberfa atn desarrollarse para poder detectarlas directamente.

La colaboracion LIGO fue fundada entre 1983 y 1992, en Estados Unidos, por los
fisicos experimentales Ronald Drever y Rainer Weiss y el teérico Kip Thorne con la misiéon
de detectar directamente ondas gravitacionales mediante el uso de dos interferémetros,
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similares al empleado por Michelson y Morley para descartar la hipotesis del éter, uno en
Livingston, Louisiana, y otro en Hanford, Washington, a 3002 km de distancia.

Los interferémetros usados para medir ondas gravitacionales constan de dos tineles
de la misma longitud formando una “L”, dotados con sofisticados sistemas para aislarlos
lo mejor posible de las vibraciones ambientales. En ausencia de ondas gravitacionales los
haces de luz empleados en los interferémetros no producen ninguna senal. Cuando una
onda gravitacional atraviesa el interferometro, contrae el espacio en una direcciéon mientras
que lo expande en la direccién perpendicular. En el caso ideal en que las ondas llueven
verticalmente sobre los interferometros, uno de los brazos se encoje mientras el otro se
alarga. Esto provoca que los haces de luz emerjan desincronizados porque uno viajé mayor
distancia que el otro, y produzcan una senal oscilatoria de frecuencia compatible con la de
la onda gravitacional que provocé la deformacion del interferémetro.

Este mecanismo seria muy sencillo si las deformaciones del interferémetro fueran per-
ceptibles a simple vista. Desafortunadamente, lo que LIGO y otros experimentos similares,
como el de la colaboraciéon Virgo en Italia, habian demostrado hasta 2010 es que las ondas
gravitacionales deforman los brazos de los interferémetros por un factor menor a 10721,
razén por la que los brazos de los detectores de LIGO miden 4 km de longitud. Y LIGO
construy6 dos interferémetros tan distantes para confirmar toda senial detectada.

Los gigantescos interferometros de LIGO son capaces de detectar alteraciones en la
longitud de los brazos de hasta 107! m. Con tal precisiéon, que rebasa la de todos los
experimentos similares, finalmente el pasado 14 de septiembre de 2015 aparecié una senal
con duraciéon de aproximadamente 0.2 s. La sefial fue detectada por ambos detectores, con
6 ms de diferencia. Méas alla de esta diferencia, que es consistente con la velocidad a la
que se desplazan las ondas gravitacionales, las sefiales son idénticas, un breve pero notorio
pulso oscilatorio con una amplitud de apenas 107!® m. La sefal tiene una certidumbre de
5.1 0. Y con una certeza del 90 %, la senal se debe a la coalescencia de dos agujeros negros
ocurrida hace aproximadamente 1,300 millones de anos en algin lugar del universo. Se
trataria de un sistema binario compuesto por agujeros negros de Kerr, con masas de 36 y
29 Mg, y que, al mezclarse, produjeron un agujero negro rotante con una masa equivalente
a 62Mg. La energia liberada en forma de ondas gravitacionales durante esta colision seria
la equivalente a 3M.

Por este descubrimiento, Kip Thorne, Rainer Weiss y Barry C. Barish han sido galar-
donados con el premio Nobel en fisica 2017. Es posible que su descubrimiento, comparable
con el descubrimiento del bosén de Higgs, permita el descubrimiento de distintos aspec-
tos de la naturaleza que han sido invisibles a los observatorios astronémicos basados en
telescopios electromagnéticos.
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3.5. Principios relativistas de cosmologia

La cosmologia es el estudio del espacio—tiempo del universo: su origen, evolucién, com-
posicién, estructuras, dindmica y las leyes fisicas que la rigen. Este estudio se basa en los
datos observacionales obtenidos a escalas tan grandes como 100 Megaparsecs o més.'®

Una de las observaciones basicas es el antiguo descubrimiento de que, a esas grandes
escalas, el contenido del cosmos que emite o refleja radiacion electromagnética parece estar
distribuido de manera uniforme en todo el universo. Es decir, las observaciones indican que
la porcion observable del universo es:

» [sotropica: produce la misma evidencia observacional en cualquier direccién; y

s Homogénea: todo observador tiene la misma evidencia observacional independiente-
mente de donde se encuentre.

Esta observacién da lugar al llamado principio cosmoldgico, en el que, a pesar de que
sabemos que s6lo observamos una fracciéon del universo, se supone que todo el universo es
isotréopico y homogéneo.

Si el principio cosmologico es valido, resulta facil concebir la posible geometria del
espacio—tiempo a grandes escalas. Adicionalmente, dada la velocidad finita de la luz, en-
tendemos que las observaciones de e.g. las galaxias revelan datos de cémo era el universo
cuando la luz detectada fue emitida y, por lo tanto, es posible establecer con cierta precisién
aspectos de la dindmica del espacio—tiempo. Esta informacion es codificada en una métrica,
sobre la que se coloca un tensor de energia—momento que contenga la informacién sobre el
contenido del universo, el cual es modelado como un fluido ideal para lograr consistencia
con el principio cosmolbgico.

Con esta informacién y estas suposiciones bésicas, se consigue determinar la historia
de la evolucién de la fraccion del universo que podemos observar, practicamente desde
su nacimiento hasta nuestros dias, en una continua expansiéon que hoy llamamos la gran
explosion. Desafortunadamente, también surgen preguntas que forzan la introducciéon de
elementos adicionales. Una de las observaciones més intrigantes es precisamente la unifor-
midad del universo. Dado que lo més lejano que hemos podido observar se encuentra a
una distancia de 14.25 Gpc en todas direcciones y dada la velocidad finita de la luz, la luz
proveniente de, por ejemplo, nuestra izquierda atin no ha llegado al extremo del universo
que observamos a la derecha. Sin embargo, a pesar de no haber tenido contacto causal,
ambas regiones del universo son “iguales”. La tnica explicacién posible es que si han te-
nido contacto causal en algiin momento de la historia del universo, por lo que se requiere
algiin mecanismo que permita esta aparente contradiccién. Otro problema esta relaciona-
do con el hecho de que no observamos regiones del universo dominadas por antimateria.

18Un parsec (denotado pc) equivale aproximadamente a 3.26 afios luz o 3.08 x 103 km.
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En un universo uniforme, que lo haya sido durante toda su historia, podemos concebir
que la simetria materia—antimateria deberia haber sido respetada siempre. La solucién a
este problema exige un contacto entre la fisica de particulas, la dinamica relativista y la
termodinamica del universo en evolucion.

3.5.1. Espacio—tiempo de Friedmann—Robertson—Walker

La métrica de Friedmann—Robertson—Walker (FRW) representa la geometria que mejor
se adapta al principio cosmologico y a las observaciones de la expansién del universo. El
intervalo correspondiente esta dado por

dr?

2 _ 2 2
ds* =dt* —a (t) m

+r2d0? + r?sen® 0dp? | | (3.177)

donde a(t) es conocido como el factor de escala y aqui tiene dimensiones de longitud,'’
por lo que la coordenada radial r no tiene unidades. El factor de escala, por lo tanto, es
una medida de la tasa de crecimiento de las distancias en (o expansion de) el universo y
no una medida del tamano del universo. La constante k representa el tipo de curvatura del
espacio, y puede adquirir los siguientes valores:

+1 universo cerrado,
k=<0 universo plano, (3.178)
-1 universo abierto.

Estos valores son independientes del tamafio del universo; sin embargo, resulta claro que
si nuestro universo es plano o abierto, puede ser infinitamente grande, mientras que, si
k = +1, es facil mostrar que la métrica de FRW corresponde a la métrica de una esfera
y que, por lo tanto, vivimos en un universo con un tamafno preciso que atn no podemos
medir porque no hemos alcanzado a observar los objetos celestes que habitan en los limites
de la esfera.?’

Supongamos ahora que la dinamica del universo esta gobernada por las ecuaciones de
Einstein,

1
Ry, — §gle = 81T, (3.179)

y que el contenido del universo puede ser modelado como un fluido perfecto, por lo que
el tensor de energia—momento tiene la estructura (2.160) y satisface la ecuacion de esta-
do (2.162), P = wp. En principio, w puede variar en el tiempo, pero suponemos aqui que

19En otras convenciones, el factor de escala es adimensional.

298in embargo, mediciones indirectas de k arrojan que la descripcién mas aceptable del universo observable
corresponde a k = 0. Esta observacién no descarta del todo las otras opciones porque cabe la posibilidad
de que la porcién observable del universo tenga k = 0 mientras que el universo entero (mucho méas grande)
posea otro tipo de geometria.
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se trata de una constante adimensional, cuyos valores dependen del contenido del universo,
de acuerdo a (2.163). Por lo tanto, el tensor de energia—momento adopta la forma

(T*y) = diag(p, =P, —P,—P), (3.180)

donde p y P corresponden respectivamente a la densidad de energia y presion del fluido
que modela el contenido del universo. Como el lector puede mostrar facilmente (ver ejerci-
cio 3.12), las componentes no nulas del tensor de Ricci y del escalar de Ricci estan dadas

por
k
25 (“) +25

a a a

i a\? k
—+(=) +5
a a a

Empleando (3.181), la componente (u, ) = (0,0) de las ecuaciones de campo de Eins-
tein (3.179) conduce a

i

ROO:_BE’ Rij = — Jijs

(3.181)

. . . 2
a 1. |a a k
—3—+-6|— - —| =8 3.182
a+2 a+(a> +a2 P ( )
que, al simplificarse, puede escribirse como
> k8«
—+ — = —0p. 3.183
a? + a? 3 p ( )
Definiendo el pardmetro de Hubble al tiempo ¢ como
1t
H = U (3.184)

y sustituyendo en (3.183), llegamos a la llamada ecuacion de Friedmann

k
= 8—Trp. ecuacion de Friedmann (3.185)

H? + =
+a2 3

La ecuacion de Friedmann es también expresada en la forma

k 87 P
——=—=p—-1=— - 3.186
22~ 3m2’ Pe ’ ( )
donde la llamada densidad critica p. = 3H? /8w define el valor que la densidad de energia
p debe tomar a un tiempo t para que el lado derecho de (3.186) se anule y, por lo tanto, el
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espacio—tiempo (al tiempo t) sea plano, es decir, k = 0. Por ejemplo, al tiempo actual ¢y,
con el valor medido del parametro de Hubble

Hy = H(tp) ~ 67.8 km/s Mpc, (3.187)

obtenemos que la densidad critica presente es pg. = pe(to) = 3HZ /87 ~ 4.844 keV /cm?.

Definimos ahora el pardmetro de densidad o abundancia®* Q = p/p., que permite rees-
cribir la version (3.186) de la ecuacion de Friedmann como

k

Con estos elementos, es posible obtener algunas consecuencias importantes para la dina-
mica y forma de nuestro universo a todo tiempo. Primero, la ecuacion de Friedmann (3.188)
es una relacién entre la curvatura del espacio y el contenido del universo parametrizado
por €, de donde observamos que

sgn(k) = sgn(Q2 —1). (3.189)
Consecuentemente,

k=+1 = Q>1,
k=20 = Q=1,
k=-1 = Q<1

Segundo, reescribiendo la ecuaciéon de Friedmann como

o’ = %ﬂpcﬁ —k, (3.190)

notamos que, si la densidad de energia p es positiva, la expansion del universo, codificada
en el crecimiento de a con el tiempo, s6lo puede cesar si k = +1.

Por otra parte, debido a la homogeneidad del espacio-tiempo de FRW, las componentes
espaciales (u,v) = (i,1) de las ecuaciones de campo de Einstein (3.179) bajo la métrica de
FRW conducen a la misma ecuacién. Por ejemplo, tomando y = v = 2 encontramos

i a\? k| 5. i a\? k
+2<> +2—5|ra” =3 —i—() +—
a a a a a a

que, tras un poco de algebra, conduce a la ecuaciéon de aceleracién cosmologica

r?a® = 8n(—P)(—a*r?), (3.191)

. 1 I . 4
Yo g (B2 L) = - = ——W(p +3P), ec. de aceleracion (3.192)
a 2 a? a 3

21En la literatura, es habitual que Q sélo se refiera a la fraccién actual de energia con respecto a la
densidad critica. Aqui, la abundancia actual se denota como Qg = Q(¢ = o).
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donde hemos usado la definicién del parametro de Hubble y la tdltima igualdad surge al
sustituir la ecuacion de Friedmann (3.185). Notamos que si p + 3P > 0, la expansion del
universo se desacelera, mientras que si P < —p/3, el universo se expande cada vez mas
velozmente.

Dependiendo del tipo de sustancia que es descrita por el fluido perfecto, la ecuacion de
estado P = wp puede tener

1/3 radiacion,
w=+<0 materia,

—1 energia del vacio.

Por lo tanto, observamos que un universo poblado solamente de materia y radiaciéon tiene
una expansion que se ralentiza. Por lo tanto, si £ = +1 y el universo contiene sélo materia
y radiacién, tras alcanzar su tamano maximo, comienza a contraerse hasta reducirse a
una singularidad con a = 0. Por el contrario, si el universo estd vacio pero posee una
cantidad de energia intrinseca (probablemente de naturaleza cuantica), la correspondiente
ecuacion de estado es P = —p (ver ejercicio 3.2) y el universo se expande aceleradamente.
Esta misteriosa energia de presiéon negativa es habitualmente denominada energia oscura;
su existencia es conjeturada debido a la observaciéon de que el universo se expande hoy
aceleradamente.

Combinando la ecuacién de Friedmann y (3.192), o bien, empleando D,T#¢ = 0, obte-
nemos la expresion de la ecuacion de continuidad o conservaciéon de energia en el universo

de FRW,
D, TFy = Tlo, +TH\, T — T2 ,0TH"

= p+3H(p+ P)=0, ec.de continuidad de FRW (3.193)

donde hemos utilizado (3.180) y que I'*o, = Ho*, para u # 0 y se anula para u = 0.
Reemplazando ahora la ecuacion de estado (2.162), obtenemos

p a

- =-3(1 3.194
L =314 w)] (3194
Integrando (3.194) con w # —1, obtenemos*?
p o a 30Fw) (3.195)
y p es constante para w = —1. Entonces, para los distintos tipos de contenido del universo
(ver (2.163)), obtenemos
a™? radiacion,
pox{ a~®  materia, (3.196)
cte energia oscura,

2213 solucién para p, considerando pg y ao como valores dados, es p = po(a/ag) >3+,
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donde la constante de proporcionalidad se determina midiendo, por ejemplo, las densidades
de radiacion, materia y energia oscura actuales (i.e. a tg).

La relacion entre la densidad de energia del universo y el factor de escala (3.196) indica
que la densidad de energia disminuye a medida que el universo se expande a menos de
que esté dominado por energia de vacio. Aunque este comportamiento es tipico de un
sistema termodindmico en expansion, es destacable que p(t) disminuye méas rapido cuando
el universo contiene sblo radiaciéon que cuando contiene sélo materia. Consecuentemente,
si la densidad de energia del universo esta distribuida en una parte de radiacién, otra de
materia y otra de energia oscura (etiquetada py ),

p=pr+pm+on, (3.197)

la radiaciéon desaparecera antes que la materia, pero la energia oscura persistird, condu-
ciendo, como discutimos antes, a un periodo de expansioén acelerada sin limites. Notemos
también que una curiosa consecuencia de (3.196) es que, para un determinado volumen, la
energia no se conserva durante la evoluciéon del universo.

3.5.2. Corrimiento al rojo cosmolégico y ley de Hubble

Como hemos discutido en el contexto de la relatividad especial en la seccion 1.10.1,
la luz emitida por una fuente que se aleja de un observador es detectada con frecuencia
corrida al rojo. Dadas las frecuencias de la luz emitida venmiz y observada v, €l efecto
Doppler es caracterizado por el parametro de corrimiento al rojo z, definido en (1.139)
como

o1 = emit (3.198)

Un resultado adicional de la relatividad especial es que, cuando las fuentes se alejan con
una velocidad de recesion pequena, 8 < 1, el corrimiento al rojo puede aproximarse como
z &~ [ (ver (1.140)). Es decir, z puede interpretarse como la velocidad de recesion de las
fuentes cuando el corrimiento al rojo no es grande.

En un universo en expansion, las fuentes luminosas para observadores actuales son
estrellas, galaxias, cimulos y otros cuerpos celestes que se alejan de nosotros. Por lo tan-
to, es natural que ocurra un corrimiento al rojo gravitacional, basado en la métrica de
FRW. Para determinar este corrimiento al rojo, consideremos que la luz proveniente de
una determinada direcciéon, d§2 = 0, satisface

dr?

2 2 2
dS —dt —a (t)m

—0. (3.199)

Considerando que la luz se aproxima desde la posicion r hacia la posicion de un observador
ubicado en r = 0, notamos que r decrece a medida que ¢ aumenta, por lo que (3.199)



204 Relatividad general y sus aplicaciones basicas

conduce a & d
r
=— . (3.200)
a(t) vV1—kr2?
Si un rayo de luz es emitido por una fuente en la posicién r al tiempo ¢ y detectado en
r =0 al tiempo t = tg, entonces se satisface

to q¢ r dr’
/t at) /0 1—kr2 3200

Por otra parte, considerando la luz como una onda clasica, podemos imaginar que dos
crestas consecutivas son emitidas a los tiempos t y t + At, pero son detectadas a los
tiempos tg y to + Atg. Dado que el lado derecho de (3.201) es fijo para una misma fuente,

tenemos que
to dt/ to+Ato dt/
= — 3.202
[ ao s wtr (3202)
que es equivalente a

t+At dt’ to dt’ to dt’ to+Ato dt’
/ /+/ /:/ ,+/ : (3.203)
t a(t ) t+At a(t') t+AL a(t ) to a(t )

Por lo tanto, si el periodo de la onda asociada a la luz es tan corto como para que el factor
de escala sea constante durante la emisiéon de la luz, obtenemos

A _ Ay
6 = a (3.204)

que establece una relacién entre la frecuencia de la luz al ser emitida y cuando es observada

Aty _ Vemit _ o
At Vobs  al(t)’

(3.205)

De esta forma, concluimos que el corrimiento al rojo en la cosmologia de FRW esté dado
por

z4+1= corrimiento al rojo cosmologico (3.206)

Observamos que si los objetos celestes estan relativamente cerca, la luz que permite detec-
tarlos fue emitida alrededor de t = tq y, por lo tanto, z = 0.

Es interesante notar que para objetos celestes un poco mas distantes, cuya luz es emitida
al tiempo t < tg, tal que la distancia que los separa de nosotros se puede aproximar por
d =~ ty —t (en unidades naturales) y es menor a algunos cientos de Megaparsecs, es posible
expresar el corrimiento al rojo (3.206) como

1 a(t)  aog+ ao(t —to)

= R ~1— Hyd. 3.207
z4+1 ag ag 0 ( )
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Dado que z también es pequenio en este caso, tenemos que 1/z 41 ~ 1 — z, lo que permite
concluir que, para objetos celestes no tan distantes se satisface

2z~ Hyd, ley de Hubble (3.208)

conocida como la ley de Hubble, que establece una relaciéon lineal entre la velocidad de
recesion de las galaxias cercanas codificada en z y su distancia (propia) a la Tierra d a través
de la constante Hy. Fue precisamente Hubble, quien en 1929 descubrié y luego confirmo
observacionalmente la relacion cuasi-lineal (3.208), razon por la que Hy es conocida como
la constante de Hubble.??

3.5.3. Evolucién de un universo plano

Al analizar el lado derecho de la ecuacion de Friedmann (3.190) con las soluciones para
la densidad de energia (3.196), vemos que, cuando a — 0, pa? tiende a infinito como a2 o
a~! dependiendo de si el universo est4 dominado por radiaciéon o materia, respectivamente.
Dado que en el pasado remoto el factor de escala debid tener valores mintdsculos, para
esa época el valor de k resulta irrelevante y la densidad de energia del universo es, en
buena aproximacién, la densidad critica, p ~ 3H? /8. Es decir, en sus origenes, el universo
puede ser considerado plano si su contenido se puede caracterizar como materia o radiacion,
como se supone habitualmente. Curiosamente, diversas mediciones astrofisicas conducen a
la conclusién de que la densidad de energia del universo actual es también muy cercana
a la critica, por lo que nuestro universo hoy puede modelarse por la métrica de FRW con

k=0.

La observacién de que el universo puede ser considerado como plano tanto en sus pri-
meros instantes como en el presente representa una interrogante conocida como el problema
de planitud. Una posible solucién a esta cuestion es simplemente adoptar £ = 0 como una
propiedad de la geometria de nuestro espacio—tiempo, para todo tiempo. Aunque, como
estudiaremos en esta seccién, esta es una excelente aproximacion para muchos propoésitos,
no es necesario en general suponer que k = 0 si se acepta que el universo experimenté hace
casi 14,000 millones de anos un proceso de expansiéon exponencial con duracion de alrede-
dor de 1073* s, que permitié que la region observable del universo escalara su tamaifio entre
10%° y 103 veces. La hipotesis de la existencia de este periodo de expansion acelerada del
universo temprano, conocido como inflacion cosmologica, serd discutido con mayor detalle
en la seccién 3.5.6 y se encuentra actualmente bajo constante escrutinio experimental y
teodrico.

23La ley de Hubble (3.208) solo es vélida para corrimientos al rojo en el intervalo 0.01 < z < 0.1, pues
para valores menores, las estrellas y galaxias también son afectadas por los campos gravitacionales cercanos,
y para valores mayores las aproximaciones dejan de ser validas.
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Supongamos ahora que el universo es plano. En este escenario, la ecuaciéon de Fried-
mann (3.185) se simplifica a

8
H? = gp, (3.209)
que con (3.195) conduce a la ecuacion diferencial para el factor de escala a(t)
N
() o a3+, (3.210)
a
cuyas soluciones para w # —1 estan dadas por?*
a(t) oc 23w+ (3.211)
Como p = p. = cte para un universo plano repleto de energia de vacio, con w = —1,

el parametro de Hubble es constante y, por lo tanto, a(t) escala exponencialmente. Por
lo tanto, en resumen, obtenemos que el factor de escala para los distintos contenidos del
universo se expresa en funcion del tiempo como

t3 radiacion,
a(t) o< 3 materia, (3.212)
ell+t energia oscura, H, = +/87p./3 = cte.

Es interesante notar que el universo crece mas rapidamente cuando contiene materia que
cuando s6lo contiene radiacién; pero, si H, es lo suficientemente grande, la energia oscura
provoca la expansion més veloz. Ademés, confirmamos que la expansion es acelerada, @ > 0,
sblo en el caso de la energia oscura.

Por otra parte, si dividimos la ecuacion de Friedmann en un universo plano (3.209) por
Hg, obtenemos la relacién

H? 8m p
=2 =2 3.213
HZ ~ 3H" T poe (3.213)
Igualmente, podemos reexpresar la ecuacion de aceleracion (3.192) como
a aT p 1 p
—s = ———(3 1)=—- 3 1 3.214

donde la primera igualdad resulta de sustituir la ecuacién de estado, mientras que la se-
gunda de la definicién de densidad critica actual.

Como mencionamos antes, es razonable suponer que el tipo de contenido del universo
no es Gnico, sino que esté distribuido, como en (3.197), en tres especies distintas de fluidos
perfectos,

P = pPr+ Pm +pPA,

%4De forma exacta, en un universo plano, a(t) = ao(Hot)?/*“*+1) | considerando a(t = 0) = 0.



3.5 Principios relativistas de cosmologia 207

con p, = p07,na_4, Pm = p07ma_3 Y PA = po,A, de acuerdo con (3.196), donde pg; denota la
densidad de energia actual correspondiente a la especie i, con ¢ = r, m, A, y hemos adoptado
la normalizaciéon ap = 1. En este caso, (3.213) se debe reescribir como
H? Pi _ Por 4
=—a

= n PO,m a3+ PO,A
HO - £0,c P0,c P0,c P0,c (3.215)

= QO,TCL_4 + QO,ma_S + QO,Aa

en términos de los parametros de densidad de las distintas especies. De manera similar, es
posible mostrar que la ecuacion de aceleracion (3.214) en la época actual adopta la forma?®

CL:]?Ig = —% ZZ: Q(),Z'(BWZ' + 1) = —%(29077» + QO,m — QQO’A) (3.216)
para un contenido no unico en el universo. De (3.216), notamos que, como anticipamos, la
aceleracion puede ser positiva hoy (es decir, dg/ ang > 0) solo si 2Qp A > 2Q0, + Qo.m,
es decir, si la energia oscura domina hoy el contenido del universo. Dado que la evidencia
indica que en el pasado pp no dominaba el contenido del universo, la cosmologia busca
explicar por qué justamente en la época que nos tocd existir se presenta esta situacion.
Frecuentemente, esta cuestion es denominada el problema de spor qué hoy?

Las observaciones mas recientes realizadas por la sonda Planck’® han revelado que las
abundancias actuales de las especies que nuestro universo contiene, codificadas en g,
tienen los valores

o, ~5.38x107°, Qga ~ 0.692+0.012, Qg ~ 0.308 +0.012. (3.217)

Asimismo, mediciones de luminosidades de rayos X de cimulos de galaxias han permitido
notar que solo un 16 % de g, puede vincularse con la materia que nos es familiar y que,
en particular, emite y refleja luz. Esta observacion (entre muchas otras) constituye una
prueba indirecta de que existe una enorme cantidad de materia que no podemos observar
mediante telescopios, por lo que, ademés de la materia ordinaria, tipicamente apodada
materia barionica con abundancia €, debe existir materia oscura con abundancia o pas,
tales que

Qop ~ 0.0484, Qo,pym ~ 0.258. (3.218)

Una de las mayores incognitas de la cosmologia es el origen y la naturaleza de esa materia
oscura. Las propuestas actuales incluyen particulas elementales con masas frecuentemente

25Por razones historicas, go = fdo/ang es conocido como pardmetro de desaceleracion y mide qué tanto
se desacelera la expansion del universo actualmente. Las observaciones reportadas en 1998 de la velocidad de
recesion de supernovas tipo IA probaron que go < 0y, por lo tanto, el universo se expande aceleradamente
hoy. Estas observaciones merecieron la distincién del Premio Nobel 2011 en Fisica.

26 C. Patrignani et al. [Particle Data Group|, Review of Particle Physics, Chin. Phys. C 40 (2016), pagina
120: Astrophysical constants and parameters.
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por encima de las de todas las particulas elementales conocidas. Desafortunadamente, nin-
guno de los varios observatorios configurados para la deteccion de las hipotéticas particulas
ha conseguido una deteccion directa.

Edad del universo

Suponiendo que el universo es plano, las abundancias de materia y energia determinan
la edad del universo observable. Para calcularla, basta con resolver la ecuacion diferen-
cial (3.215) para el factor de escala, tomando como condiciéon inicial @ = 0. Con este
proposito, tomamos la raiz cuadrada de (3.215), que conduce a

d

CTZJ = CLI{()\/Q()J«CI_4 + Qo7ma_3 + QO,A (3219)
con Qo+ Qom+ Qo =1y Qom = Qo,pa + Qop. Invirtiendo (3.219) e integrando desde
el valor inicial ¢ = 0 hasta un valor posterior del factor de escala, conseguimos una férmula
para el tiempo transcurrido desde el inicio del universo en funcién del valor final del factor

de escala,
a d /
t(a) = / a . (3.220)
0 CLII‘IQ\/Q()J«a/*z’L + Qoymalf?’ + QO,A

Debido a que el factor de escala a no es una cantidad que podamos medir directamente, al
contrario del corrimiento al rojo z, resulta mas conveniente expresar la integral en (3.220)
en términos de la variable z = a/ag = (z +1)~! como

(z+1)71 dx
{z) = / _ - . (3.221)
0 Ho\/Q 272 + Qoma—1 + Qo az

Una estrella que emite su luz en nuestra época (como e.g. el Sol y Alfa Centauri)
no exhibe ningdin corrimiento al rojo debido a la expansion del universo, de donde sigue
que zg = 0. Por lo tanto, empleando los datos observacionales del parametro de Hubble
actual (3.187) y las abundancias presentes (3.217), la edad del universo hasta el dia de hoy
resulta ser el conocido valor tg = t(zp = 0) ~ 13.8 X 10° afos.

La expresion para la edad del universo (3.221) permite determinar la edad posible de
una estrella, galaxia, cimulo o cualquier otro objeto astrofisico, cuyo espectro de emision
(v absorcion) sea medido. Si, al compararla con el espectro asociado al objeto identificado,
la medicién resulta con un corrimiento al rojo z # 0 ajeno al movimiento del objeto,
concluimos que éste no pudo haber existido antes del tiempo ¢(z). Sabemos, por ejemplo,
que muchas de las estrellas mas antiguas tienen corrimientos al rojo de z ~ 11. Esto indica
que las primeras estrellas pudieron haber aparecido cuando el universo tenia apenas como
4 x 108 afios.
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Figura 3.14: Edad en anos del universo para distintos valores de corrimiento al rojo z. La época
actual corresponde a zgp = 0y t(2g) ~ 1.38 x 10!° aiios. El méaximo corrimiento al rojo posiblemente
detectable es alrededor de z = 3,500, cuando el universo observable habria existido por alrededor
de 60,000 anos.

En la figura 3.14 se muestra el comportamiento de t(z) para valores de corrimiento al
rojo 3,500 > z > 0, que son los tnicos observables por medios astrofisicos actualmente.
Es decir, nos es imposible conocer mediante observaciones astrofisicas como era el universo
cuando tenfa una edad menor a ¢(3,500) ~ 60,000 anos. La principal razon de esta limita-
ci6én es que la radiacion generada en épocas anteriores a esa época era absorbida y reemitida
por la enorme masa de particulas ultra-energéticas que poblaban el universo, impidiendo
que la luz se desplazara libremente en nuestra direccién. Salvo por una pequena fraccion, la
anica radiacién que logré escapar y hoy detectamos es conocida como radiacion cdsmica de
fondo o CMB (por Cosmic Microwave Background) y representa hoy la fuente mas rica de
informaciéon sobre el universo temprano. Desafortunadamente, esta radiacion fue emitida
en la época correspondiente a z ~ 1,100, como discutiremos en la seccién 3.5.4.

Dinamica con curvatura

La suposiciéon de que el universo es plano, como hemos discutido, no es arbitraria. Sin
embargo, es posible relajarla y hacer una serie de observaciones relevantes que, entre otras
cosas, nos permiten justificar esa suposicion.

Considerando la ecuacion de Friedmann (3.188) con k& # 0, notamos que para todo
tiempo se debe satisfacer
k

=g (3.222)

Zﬂri'gk:l, con  =-—

donde hemos definido la “densidad de curvatura” € para k constante. Observamos que,
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dada la normalizacién ag = 1, la densidad de curvatura actualmente toma el valor

k

— . 3.223

Qo =—

Dividiendo la ecuacién de Friedmann general por Hg, como en (3.215), obtenemos

w = i ko Qorat 4+ Qoma™ + Qoa + Qopa™? (3.224)
M}~ 2 gy, or i At

donde hemos sustituido la densidad de curvatura (3.223).

De la definicion de la densidad de curvatura y las dos ecuaciones anteriores, obtenemos
que
2 -2
Hy —2 Qo xa

Q Q = .
k= H2 044 ngra—d‘ + Q();,na_3 + Q07A + Qovka_2

(3.225)

Esta ecuacién describe la dinamica de la densidad de curvatura en términos de los valores
observados de las densidades de energia actuales del contenido del universo. Notamos par-
ticularmente que si el universo es perfectamente plano actualmente, )y = 0, el universo
debié haber sido plano en el pasado y siempre lo sera. El valor medido de la densidad de
curvatura presente de acuerdo a los datos méas recientes de Planck es

Qox = —0.00570915 (3.226)

pequeno y consistente con cero, pero posiblemente no nulo.

En caso de que k # 0, la dindmica de la densidad de curvatura (3.225) muestra que
para valores cercanos a a = 0, la densidad de curvatura 2 =~ Qo’k/Qo,ma_l + Qoma_2
practicamente se anula. Es decir, tanto en el pasado remoto como actualmente la curvatura
es cercana a cero. Sin embargo, dadas la estructura de (3.225) y el signo en la definicion
de Qy, la curvatura debe exhibir un méximo (correspondiente a un minimo de ;) para
algin valor a = g entre 0y 1. Observamos que a,,q, estd determinado por la condicion

d% o Qo — 200,055, + 2Q0.005,,, = 0, (3.227)
lo que, con las abundancias observadas (3.217) y (3.226), conduce a ama, =~ 0.606 y con-
secuentemente a (g0 1 ~ —0.00Gfg:ggé. Es interesante notar a partir de la ecuacion de
aceleracion (3.214) que, considerando las especies que llenan el universo, el valor del factor
de escala al que la expansion del universo comenzo la etapa de aceleraciéon presente esta
dado por la condicion

Pi 1 —4 !
- == g (3 1) — (29 Q — 20 =0, 3.228
aHO Pos w, + 2 ( 0ra -+ O,ma 0 A) ( )
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que, comparando con (3.227), conduce a que el inicio de la expansion acelerada del universo
coincide con Gmq,. A partir de estos resultados llegamos a una importante conclusion: el
universo siempre ha sido casi plano, como supusimos antes, y el momento en el que se alejé
maés de esta descripciéon estd determinado por el instante en el que se inicié la expansion
acelerada que hoy observamos.

Esta conclusiéon, no obstante, no explica por qué, dados todos los eventos cosmicos
que el universo ha sufrido, las mediciones indican que hoy el universo es plano, Qg ot =
Qo +Q0,m+Q20.4+Q 1 ~ 1. Esta observacion tiene poco sentido porque, a partir de (3.196),
notamos que en el universo temprano la energia oscura fue despreciable en el contenido del
universo, y por lo tanto, de la definicion de la densidad de curvatura (3.222), la curvatura
del universo crece con el tiempo como

k| 1kl (6wt2)/3(wt1)
|Q| = 257 = g2 o« t (3.229)
con w = 0,1/3. Es decir, si k # 0, no importa qué tan cercano a cero haya sido Qi (t = 0),
la curvatura deberia ser hoy muy diferente. Esta es una forma mas precisa de establecer el
llamado problema de planitud.
Finalmente, discutamos la edad de nuestro universo en el caso de que k # 0. A partir
de (3.224) y repitiendo los pasos que conducen a (3.221), obtenemos

(z+1)~1 dz
Hz) = / _ _ i (3.230)
0 Hy \/Q(),r.’E + Q(),mﬂj + Q(]J\CE + QO,k

con x = a/agp. Incluyendo la informacion de la densidad de curvatura (3.226), encontramos
entonces que la edad del universo actualmente esta en el intervalo 13.7 x 10° < ¢y < 14 x 10°
anos, estableciendo el intervalo de error de la edad del universo calculada previamente.

3.5.4. Radiaciéon cosmica de fondo

Hasta antes del descubrimiento de las ondas gravitacionales y desde la invencién del
telescopio, el tnico método para explorar el cosmos a distancias cosmologicas ha sido la
radiacion electromagnética que detectamos en nuestro planeta. La mayor cantidad de la
radiacion detectada proviene de planetas, estrellas, (super)novas, galaxias, caimulos y otros
fenémenos como la acreciéon de materia en agujeros negros.

Sin embargo, en 1964 los radioastrénomos estadounidenses Arno Penzias y Robert Wil-
son, quienes hacian experimentos de radiocomunicacion satelital para los laboratorios Bell
con una gigantesca antena enfriada con helio liquido, notaron que es posible detectar a
cualquier hora del dia radiacion isotropica (proveniente de todas direcciones), ajena a toda
fuente observable, en el canal de microondas con frecuencia de 4,080 MHz, equivalente a
longitud de onda de 7.35 cm. Aunque pensaron al principio que se trataba de algin tipo de
“ruido” experimental, lograron identificar que se trata de un fondo de radiacion coésmica.
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Pronto, otros telescopios terrestres, satelitales y a bordo de globos aerostaticos con-
firmaron la existencia de radiacién como la descubierta por Penzias y Wilson en otras
frecuencias de microondas, conduciendo a una distribucién espectral similar a la que emite
un cuerpo negro con una temperatura de T' = 2.726 K.

De acuerdo a la descripcién cuéntica de un cuerpo negro caliente, éste emite radiaciéon
en todas las frecuencias. La densidad de energia de radiacién de cuerpo negro depende de
la frecuencia v de la radiaciéon emitida y de la temperatura 1" del cuerpo. La distribucion
espectral de energia por unidad de frecuencia esta dada por la llamada ley de Planck

(v) = 8mh v
=3 exp(hv/kpT) — 1’

(3.231)

donde h y kp son respectivamente las constantes de Planck y Boltzmann y hemos incluido
todas las constantes para mayor claridad.?”

En la figura 3.15a se muestra la distribucién espectral asociada a un cuerpo negro
con T' = 2.726 K, que coincide con la de la radiacién observada por distintos detectores.
El maximo del espectro corresponde a la frecuencia que concentra la mayor cantidad de
radiaciéon emitida. En el espectro de la radiacion de fondo detectada, el méximo ocurre
en la frecuencia 160.24 GHz, en la regiéon de microondas. Por esta razén y porque su
origen no se puede asociar a ninguna fuente puntual terrestre o astrofisica, esta radiacion
es llamada radiacion cdsmica de fondo o radiacion de fondo de microondas (CMB). Por
su descubrimiento, Penzias y Wilson fueron galardonados en 1978 con el premio Nobel en
Fisica.

Afortunadamente, trabajos tedricos especialmente de Robert Dicke y Yakov Zel’dovich
habian ya mostrado que la cosmologia predice la existencia de la CMB. Para empezar,
consideremos que la radiaciéon del universo puede ser descrita como radiaciéon de cuerpo
negro con temperatura 7. Entonces, la densidad de energia (total) independiente de las
frecuencias estd dada por

87r5k4B
15h3¢3

(o.9]
pr = / dvu(v) = oT?, con «= ~4.72x107% GeVK ' m™3  (3.232)
0

donde « es llamada constante de densidad de radiacion. Como, por otra parte, la ecuaciéon

de Friedmann conduce a p, = pg(a/ag)~#, encontramos la relacion

Po,r>1/4 1 Tp

- £or — =qp—, 3.233
@z ( o) T T (3.233)
entre el factor de escala y la temperatura, donde Ty = (po/)/* ~ 2.726 K define la tem-
peratura de la radiacién en nuestra época que, como esperamos, coincide con la mediciéon

de la CMB.

2"En esta seccién evitamos el uso de unidades naturales para evitar confusiones.
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Figura 3.15: Distribucion espectral de radiacion de cuerpo negro (a) en microondas con T' = 2.726
K y (b) en el infrarrojo distante con T' = 3,090 K.

La primera consecuencia de (3.233) es la confirmacion de que, a medida de que el
universo se expande, también se enfria. Pero ademés aprendemos que la radiacion se enfria
en la misma proporcion que el universo crece. Si reexpresamos la relacion (3.233) en funcion
del corrimiento al rojo como T' = Ty(z + 1), basta con conocer el valor de la temperatura
a la que fue emitida para saber con precisiéon cuando fue emitida.

Para conseguir una estimacion de la temperatura a la que la CMB fue emitida, consi-
deremos primero la informacion contenida en la estructura de p para las distintas especies,
de acuerdo a (3.196) con los valores medidos hoy (3.217). Es facil notar que para valo-
res pequeiios del factor de escala a < 3 x 1074ag (o, en términos del corrimiento al rojo,
z 2 3,500), p, domina el contenido del universo. A esa época temprana del universo la
llamamos época de radiacion. A medida que el factor de escala crece (y p, decrece), pp,
domina el contenido del universo, conduciendo a la llamada época de materia para valores
del factor de escala en el intervalo 3 x 10~%ag < a < 0.7ap (0 3,500 = 2 > 0.42). Poste-
riormente, pp domina el contenido del universo, iniciando la época de energia oscura, en la
que se formd nuestro sistema solar.

En la época de radiacién, la temperatura es superior a 16,000 K, aproximadamen-
te equivalentes a 1.4 eV. Si consideramos temperaturas un millén de veces mas altas, la
energia de los fotones es suficiente para crear electrones, que tienen energia en reposo de
mec? = 511 keV. Temperaturas 2,000 veces atin méas altas permitirian la creaciéon de pro-
tones. En consecuencia, podemos concebir que en la época de radiaciéon la interaccion y las
conversiones entre fotones y materia eran constantes. Una vez que la temperatura disminu-
y6 lo suficiente como para que los fotones fueran incapaces de crear electrones y protones,
los electrones y protones sobrevivientes (y en igual nimero) interactuaron electromagné-
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ticamente para comenzar a formar atomos simples, empezando por el hidrégeno, en un
proceso conocido como recombinacion. Durante algin tiempo debi6é suceder la siguiente
reaccion en ambas direcciones:

e+p— H+7, (3.234)

donde v denota un fotén arbitrario. Este equilibrio termodindmico es roto cuando la tem-
peratura desciende lo suficiente para impedir que los fotones libres ionicen los atomos de
hidrogeno recién formados. Si consideramos que la energia de ionizacion del hidrogeno (en
su estado base) es E; ~ 13.6 €V, esto requeriria temperaturas tan altas como 160,000 K. No
obstante, es claro que los primeros dtomos formados deben haberse encontrado en estados
excitados, por lo que la energia requerida para ionizarlos fue considerablemente menor,
incluso menor que el umbral de 16,000 K que establece el inicio de la época de materia.

Si definimos la fraccion de hidrdgeno ionizado x. como la fracciéon de nimero de 4tomos
ionizados (electrones o protones libres) por nimero de atomos de hidrogeno ionizados o no
ionizados,?® vemos que durante el proceso de recombinaciéon z. debié disminuir paulatina-
mente hasta que el namero de electrones y protones libres se redujo tanto que imposibilito
la formacion de nuevos dtomos. Es al final de la recombinacion que quedan algunos fo-
tones producto de la reaccion (3.234) completamente libres. Estos fotones, cuyo camino
libre medio de interaccién es compatible con la distancia que recorrerian en la edad del
universo, son los que hoy llamamos CMB. De forma un tanto arbitraria, tipicamente se
define que el tiempo en el que esta radiaciéon fue emitida coincide con el tiempo al que z,
se redujo a un 10 % de su valor original, es decir, . = 0.1. A la época del nacimiento de la
CMB se le conoce como periodo de ultima dispersion o desacoplamiento de los fotones, pues
corresponde al tiempo en el que esta radiacion interactud por tltima vez, desacoplandose
de la materia.

La evolucién de x, como funciéon de la temperatura 1" puede determinarse mediante
la llamada termodinédmica en equilibrio, a partir de las reglas de conservacién en el pro-
ceso (3.234) y de las distribuciones estadisticas (cuanticas) de los protones, electrones y
adtomos de hidrogeno. La relacion exacta es muy complicada. Sin embargo, suponiendo en-
tre otras cosas que el tunico estado en el que se forma el hidrogeno es el estado base, la
dindmica de la fraccion de hidrogeno ionizado esta determinada por la llamada ecuacion

de Saha cosmoldgica,?’
B 3/2
e 1 2mmek T —E;/kpT
= i . de Sah 3.235
T S < 2 e ] ec. de Saha ( )

28Formalmente, x. = n,/(np, + nm), donde n, es la densidad de nimero de protones (o electrones) y npg
la densidad de ntimero de atomos de hidrégeno.

29Una derivacion detallada y confiable de (3.235) puede encontrarse en la seccién 2.3 de S. Weinberg,
Cosmology. Oxford Univ. Press, 2008. Esta ecuacion es una aplicacion de la ecuacion general de Saha, valida
para todos los procesos de ionizacion en equilibrio.
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donde la densidad de bariones en el universo esta dada por ny, = ng (T/Tp)? ya que escala
con la temperatura como la densidad de materia (ver (3.196) y (3.233)) y la densidad actual
observada es ng; ~ 0.2503 m~3.

La ecuacion de Saha (3.235) solo puede ser resuelta numéricamente. Sustituyendo x, =
0.1, encontramos que la temperatura de la CMB al tiempo de ultima dispersion es Tre. &~
3,090 K, correspondiente mediante (3.233) a zp.. ~ 1,133 y, de acuerdo a (3.230), a la
época en la que el universo tenia la edad t(z..) = 380,000 anos. En la figura (3.15b) se
presenta el espectro de la CMB en el infrarrojo distante, correspondiente al tiempo cuando
fue emitida.

A partir de los datos obtenidos, notamos que zq.. < 3,500 y, por lo tanto, la emision
de la CMB ocurrié durante la época de dominio de la materia. Por otra parte, dado que
la luz existente antes de esta época desaparecidé debido a las grandes interacciones que
mantenia con la materia, la CMB es la luz mas vieja que podemos observar hoy. Esta
radiacion isotrépica forma una esfera alrededor de nosotros llamada la superficie de ltima
dispersion, delimitando los puntos mas distantes que nos es posible observar. Esta es la
informacién astrofisica mas antigua que podemos emplear para entender la evolucién de
nuestro universo.

Los valores obtenidos para la temperatura, corrimiento al rojo y tiempo de emisién de
la CMB son del orden de magnitud correcto, pero son s6lo valores aproximados. La razon
es que hemos hecho un ntimero de suposiciones. La primera es que el régimen de equilibrio
del proceso (3.234) es valido durante todo el periodo de recombinacion, lo cual ciertamente
se viola fuertemente sobre todo al final de esta época. Es decir, la ecuacion de Saha (3.235)
debe ser sustituida por una descripcién que tome en cuenta las desviaciones del equilibrio.
La segunda es que consideramos que el hidrégeno no tiene estados excitados, de tal forma
que los protones y electrones se combinan directamente en el estado base del hidrégeno, lo
cual tampoco es totalmente correcto.

Un ultimo pero crucial aspecto de la verdadera naturaleza de la CMB es que, contrario
a nuestra suposicion, no es del todo isotréopica y homogénea. De hecho, la dindmica césmica
durante la época de ultima dispersion es registrada por la CMB, produciendo pequenas
anisotropias (de una parte en cien mil) que revelan diminutas acumulaciones de materia
aqui y alla, consideradas hoy las semillas de la formacion de la estructura (estelar, galactica,
etc.). El estudio de las anisotropias, por lo tanto, puede revelarnos aspectos de la época de
materia, posterior a la formacion de los primeros atomos de hidrogeno. Pero ademés puede
revelar aspectos del universo anterior a ese tiempo, pues si, por ejemplo, habia algtn tipo
de ondas gravitacionales primigenias en el plasma de hidrégeno ionizado de los tltimos
anos de la época de radiacion, éstas podrian haber tenido un efecto en la CMB. El estudio
de estos aspectos es, al momento de escribir este texto, investigaciéon en progreso y tema
de grandes debates.
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3.5.5. Problema del horizonte cosmolégico

Como hemos mencionado, las mediciones de la CMB han mostrado que es bastante
homogénea. Para lograr esta homogeneidad, seria preciso que, si bien hoy distintas regiones
del cosmos no se encuentran en contacto causal, debieron haber estado en contacto causal en
algin momento del pasado. Por lo tanto, una pregunta natural es ;qué region del espacio—
tiempo de FRW pudo haber estado en contacto causal antes de la emisiéon de la radiaciéon
cosmica de fondo al tiempo ;.7

Una pregunta similar es la que resolvimos para el espacio—tiempo de Minkowski en el
contexto de la relatividad especial, en la seccién 1.8.2. En ese caso, entendimos que si los
conos de luz de dos puntos del espacio—tiempo se intersecan, entonces los puntos han estado
en contacto causal.

Para repetir este procedimiento en el espacio—tiempo de FRW, es conveniente definir el
tiempo conforme T por medio de (retomando unidades naturales)

dr =dt/a(t). tiempo conforme (3.236)

Lo especial acerca del tiempo conforme es que permite reescribir el intervalo de FRW (3.177)

como (eligiendo df2 = 0 sin pérdida de generalidad, por la isotropia del espacio-tiempo)3’
d 2
ds® = a? (dT2 - dx2) ., con dy’= ﬁ , (3.237)

que es conformemente equivalente al intervalo de Minkowski, es decir, es equivalente al
intervalo de Minkowski salvo por un factor conforme que, en este caso, es el factor de
escala. Una consecuencia de la forma del intervalo (3.237) es que la trayectoria de la luz
esta regida por

dr = +dy, (3.238)

donde el signo + (—) es para rayos de luz que se alejan (acercan). Por lo tanto, los conos de
luz en el plano 7 — x estan delimitados por rectas, como en el espacio—tiempo de Minkows-
ki.>! Con esta informacién, sabemos que, por ejemplo, todos los eventos dentro del cono
de luz sombreado por debajo del punto o en la figura 3.16 estan relacionados causalmente
con él.

Llamemos horizonte cosmoldgico u horizonte de particula h a la mayor distancia a partir
de la cual un observador puede recibir un rayo de luz emitido en el universo de FRW. Para
un observador al tiempo t, esta distancia estd dada por el tiempo conforme total 7(t)
multiplicado por el factor conforme, es decir,

0y |
t) =a(t = af(t = a(t —5r izont Hgi 3.239
(t) = a(t) : 7 = a )/0 o) a( )/0 gy horizonte cosmo ogico ( )

39y es conocido como coordenada comovil.
31En el plano t — r, las trayectorias luminoides son curvas.
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Figura 3.16: Ilustracion del problema del horizonte cosmologico. Al momento de su emision, la CMB
pudo haber sido afectada solo por los eventos en su horizonte cosmologico. Debido a que la CMB fue
emitida cuando el universo tenia apenas 380,000 afios (z ~ 1,100), correspondiente a 7 ~ 0.4 x 10%,
fotones que nos alcancen desde dos posiciones opuestas en nuestro horizonte cosmologico actual,
X = p, ¢, no pudieron haber tenido un pasado comun. Por lo tanto, resulta inexplicable que tengan
las mismas propiedades.

donde hemos empleado la definicion del parametro de Hubble, H = a/a. De esta definicion,
observamos que h(t) es la mayor distancia entre una particula y su entorno desde la que
los eventos pueden afectarla al tiempo ¢. En especial, eventos mas alla del horizonte h(t)
al tiempo ¢ no pueden ser observados a ese tiempo, aunque podrian ser observados en el
futuro. Entonces, si o en la figura 3.16 corresponde a nuestra posicion en el tiempo pre-
sente, podemos observar todas las particulas y eventos en una esfera con radio hg = h(tp),
pero otro observador distante podria observar otras particulas y eventos. Cada observador
tiene su propio horizonte de eventos. Solo en la medida en que las observaciones de dos
observadores distantes coincidan aunque sea en una pequena region (cuando los horizontes
se intersecan) pueden ambos tener una conexiéon causal.

Por otra parte, conforme pasa el tiempo, incluso horizontes cosmoldgicos que no se inter-
secan pueden aparecer en el horizonte cosmologico de un observador futuro. Consideremos
con mas detalle la situaciéon descrita en la figura 3.16. Dos haces de luz emitidos durante
el periodo de recombinacién desde puntos opuestos p y ¢ en la esfera de nuestro horizonte
cosmologico actual pudieron haber sido afectados sblo por los eventos contenidos en sus res-
pectivos horizontes cosmologicos. Debido a que la CMB fue emitida en ¢t = t,.. = 380, 000
afios y aree ~ 1073, entonces Tree =~ 0.38 x 10°. Como se muestra en la figura, ese tiempo
conforme no es suficiente para que los conos de luz asociados a sus horizontes cosmologicos
se intersequen. Por esta razoén, uno esperaria de forma natural que la radiacién emitida
desde p y g tenga e.g. temperaturas diferentes. Peor atin: dado que entre p y ¢ hay un
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nimero grande de regiones que no sostienen relacién causal, se esperaria un niimero gran-
de de temperaturas diferentes en la CMB, contrastando con las observaciones. Este es el
problema del horizonte, probablemente el mayor de los problemas del modelo de la gran
explosion.

Para cuantificar este problema, podemos medir cuantas veces cabe el horizonte de la
CMB, medido al dia de hoy, en nuestro horizonte cosmolégico presente. Dado que dy no
depende del tiempo en el que se mida, su integral hasta r = 7, tiene el mismo valor que
tuvo durante la época de recombinacién. Por lo tanto, escalando ese tamafno con el factor
de escala, encontramos que el horizonte cosmologico de la CMB al tiempo ¢ esta dado por

Xree Trec
hrec(t) = a(t) / dx = a(t) / dr = a(t) (3.240)
0 0

Expresiones anédlogas son validas para otros horizontes cosmologicos antiguos. Claramente,
el horizonte cosmolégico actual es mucho més grande que el horizonte cosmolégico de
recombinacion escalado al dia de hoy, tal que h(tg)/hrec(to) cuenta el nimero de regiones
en el horizonte actual que estuvieron causalmente desconectadas durante el periodo de
recombinacion.

Estimemos el ntmero de regiones que, desde la perspectiva actual, estuvieron desconec-
tadas durante la emision de la CMB. Para conseguirlo, (sobre)simplificaremos la evolucion
del cosmos, suponiendo que hasta que se completé la recombinaciéon el universo estaba
enteramente dominado por radiacion y que la evolucién posterior se efectud en un universo
dominado por materia. Ademas, supondremos que nuestro espacio—tiempo es plano y que la
época de dominio de la energia oscura ha sido tan breve que no ha afectado mucho nuestra
apreciacion del pasado (lo cual es falso). Bajo estas suposiciones, el horizonte cosmologico
actual esté dado por

to dt to

h(ty) = a(to)/ — & t02/3/ t723dt = 3ty (3.241)
o al(t) 0

Por otra parte, el horizonte cosmologico durante recombinacion escalado al dia de hoy de

acuerdo a (3.240) esta dado por

brec ¢ t 1/6,2/3
Bree(to) ~ a™ (¢ O (Hoto)¥32,/rcc — o /023 1/2 3.242
(to) = a (0)/0 (1) (Hoto) Hy 0o to ; ( )

donde hemos tomado a = a™d « /t entre t = 0 y t = tree, mientras que a = a™

t2/3 después de t,e.. Entonces, el nimero de regiones desconectadas causalmente durante
recombinacién es en nuestra perspectiva

h(t 3t
(fo) G 2/(; ~ 300, (3.243)
hreC(tO) 2H0 to trecl/Q
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en donde hemos reemplazado los valores obtenidos para la edad del universo hoy y cuando
ocurri6 la recombinacién. Este resultado es problemético porque implica que deberfamos
observar al menos 300 temperaturas diferentes en el CMB que no son detectadas.

Analicemos ahora la formula para el horizonte cosmologico (3.239). Al considerar a o
2/3w+1) con 1 — 3w > 0, notamos que (los factores de proporcionalidad se cancelan y)

h(t) = Bwt L o) t-2/8wty _ w1 (3.244)

= = t.
3(w+1) 3(w+1)
Por otro lado, el inverso del parametro de Hubble, frecuentemente llamado radio de Hubble
u horizonte de Hubble, para los mismos casos es

3w+1)

A1) = 2

t. (3.245)
Comparando ambos resultados, notamos la interesante relaciéon entre el horizonte cosmo-
logico y el horizonte de Hubble

h(t) ~ H(t). (3.246)

Esta relacion conduce a que ambos horizontes sean usualmente empleados de forma in-
tercambiable; sin embargo, esto es incorrecto porque sélo coinciden cuando 1 + 3w > 0.
Particularmente, difieren para el caso w = —1 que estudiaremos en la siguiente seccion,
cuando a crece de forma exponencial en el tiempo.

En términos de la relacion (3.246), podemos reexpresar el problema del horizonte. El
nimero de veces que cabe hoy el horizonte cosmolégico de recombinacién en nuestro hori-
zonte actual esta dado por

h(to) _ h(to)arec - (Hgao)_l
hrec(tO) aOh(trec) (arecHrec)_l

Es decir, el problema del horizonte es resultado de que (aH)~! crezca con el tiempo.

>1. (3.247)

3.5.6. Inflacién cosmolégica

El problema de planitud esta relacionado con la imposibilidad de explicar que hoy
nuestro espacio—tiempo sea practicamente plano sin considerar que siempre ha sido plano,
dado que la curvatura del universo tiene la tendencia natural de crecer con el tiempo. En
términos de la ecuacion de Friedmann (3.222) con densidad de curvatura no trivial, vemos

que se satisface
S
i

donde €2; denota las abundancias de las distintas especies de contenido en el universo y k
es el pardmetro de curvatura.

kI [kl
a?H?2 42’

(3.248)
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Como la curvatura siempre crece, entonces tenemos en estos términos que (3.248) sa-
tisface

d d d a
— QO — 1| = |k|—(aH)? = |k|—a "2 = —2|k| = ) .24
dtzi: IIdt(a ) I\dta \|d3>0 (3.249)

Dado que en un universo en expansion a > 0, entonces encontramos que el crecimiento de
la curvatura esta asociado a la desaceleraciéon de la expansion, ¢ < 0. Asimismo, a partir de
la primera igualdad, notamos que el problema de planitud se relaciona con el crecimiento
de (aH)~! con el tiempo. Coincidentemente, este es el origen también del problema de
horizonte, como discutimos al final de la seccién previa.

Una propuesta para resolver los problemas de planitud y de horizonte a la vez es
incluir, durante la época de radiacion (z > 3,500), una fase de expansion acelerada en el
universo temprano llamada inflacion cosmoldgica. La primera consecuencia de tal periodo
serfa que (aH)~! decrezca, de tal forma que la curvatura del universo inicial sea diluida.
Simultdneamente, si (aH)~! decrece, serfa posible lograr que las regiones que aparentan hoy
siempre haber estado en desconexién causal hayan tenido un traslape durante el periodo
de expansion acelerada.

Como hemos visto, una forma de satisfacer ¢ > 0 es permitir que la ecuacién de es-
tado del fluido perfecto que describe el contenido del universo esté regida por w ~ —1.
Hemos discutido que esta situacion ocurre de manera exacta cuando la energia oscura o de
vacio domina el contenido del universo, pero no es la tinica opcion. Desafortunadamente,
por requerir elementos de teoria cuantica de campos, no discutiremos los detalles de los
mecanismos inflacionarios en este texto. Baste decir que es requerido que el universo en
los primeros instantes esté dominado por un campo cuantico llamado inflaton, el que s6lo
evoluciona en el tiempo, produciendo una expansion exponencial del universo, a o et
con Hiys ~cte, y reduciendo los problemas de planitud y horizonte (entre otros) por un
factor e HintAtint donde Ating = tan —tini €s la duracion de la fase inflacionaria del universo.

Existen diversos modelos de inflacién cosmolégica, actualmente contrastados con las
observaciones, pero todos conducen a ciertas propiedades comunes. Para resolver los pro-
blemas cosmologicos, la duracién de inflaciéon debe satisfacer

t thin
Niyg = In ltena) _ Hipedt ~ 50 — 70, (3.250)

a(tini)
donde Nj,¢ es conocido como el niimero de e — folios de inflacién y corresponde a un creci-
miento de aproximadamente 1026 veces en el factor de escala, iniciando cuando la edad del
universo era alrededor de 10734 s. Durante la duracion de la inflaciéon cosmologica, en caso
de considerar que el universo estuvo caliente en sus inicios, éste se enfria de forma exponen-
cial y el inflaton acumula una enorme cantidad de energia debido a su evolucién. Al término
de la inflacién, toda la energia acumulada en el inflatén es liberada en forma de particulas
elementales (conocidas) con energias ultrarrelativistas, que calientan nuevamente el uni-
verso, completando la época de radiacion. Este periodo es conocido como recalentamiento.

tini



3.5 Principios relativistas de cosmologia 221

Los detalles de esta fase también son tema de investigacién moderna. Durante el periodo
de inflacién, pequenas fluctuaciones de campos cuanticos pudieron haber sido magnificadas
a tamanos clésicos, produciendo las pequenas anisotropias de la CMB y las semillas de la
estructura a grandes escalas que observamos.

3.5.7. Breve cronologia cosmolégica

En esta seccién, hemos estudiado algunos de los aspectos més relevantes de la cosmologia
directamente a partir de la relatividad general, sin incorporar muchos elementos adicionales
de fisica estadistica y fisica de particulas. Sin embargo, un tratamiento exhaustivo de
esta area de investigacion moderna rebasa los objetivos de este texto. Con la finalidad
de complementar nuestra discusion y como referencia, en la tabla 3.1 se presentan los
principales eventos cosmologicos que, con base en diversos tipos de evidencia (tedrica y
experimental), hoy consideramos parte de la historia del cosmos.

La cronologia puede dividirse en tres etapas con base en la forma en la que la eviden-
cia ha sido acumulada. La primera etapa comprende el universo temprano, entre t = 0
y t ~ 10710 5. En esta etapa es donde existe mayor incertidumbre, ya que hasta ahora
ningdn experimento ni observacion ha sido capaz de confirmar alguna de las hipotesis y
conjeturas planteadas. Por esta razoén, es adecuado decir que es la etapa con mas incégnitas
y también la mas activa de la cosmologia. Todos los eventos de este periodo son conside-
raciones emanadas de modelos de fisica més alla de la fisica convencional, atin bajo diseno
e investigacion. Salvo por la fase inflacionaria, se cree que la dindmica de la evoluciéon del
universo estd dominada por la radiacién.

Para empezar, se sospecha que la fisica por debajo del llamado tiempo de Planck,
tpr = VhGN /P ~ 10743 (que es la unidad de tiempo que se puede formar al combinar
las constantes fundamentales de la naturaleza conocidas), es una mezcla de la relatividad
general con la mecénica cuantica, proveyendo una forma de gravedad cuantica que atn no
es posible descifrar completamente. En esta época, llamada frecuentemente era de Planck,
algunos sospechan que el contenido del universo sostenia una dindmica similar a la descrita
por la teoria de cuerdas o la gravedad cuéntica por lazos. Por encima de este tiempo y
hasta aproximadamente 10736 s, se conjetura que el universo pudo haber evolucionado en
un estado de vacio regido probablemente por campos de una teoria de gran unificacion,
en la que todas las fuerzas fundamentales de la naturaleza se comportan como una sola
gran fuerza. El campo del inflatén comienza a tener un peso importante en la evolucion
del universo alrededor de 1073* s, cuando su energia cinética y potencial se combinan para
dar lugar a una expansion cuasi-exponencial. Al término de la inflacién, cuando el universo
multiplicé su tamaifio por un factor ~ 1026 en apenas 10732 s, los valores del campo del
inflatobn comienzan a oscilar, acumulando una enorme energia que es finalmente emitida
al universo en forma de radiacion ultra-energética. La radiaciéon eleva la temperatura del
universo hasta temperaturas tan altas como 10%6 K, por lo que denominamos a este proceso
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evento tiempo energia P
época de Planck <1078 s | > 10™ GeV ?
gran unificacion ~ 10736 s | ~ 106 GeV ?
inflacion > 1073 s | <10 GeV Dinf
recalentamiento >10732 s | <108 GeV Pr
rompimiento de supersimetria <1079 > 4 TeV
bariogénesis <1070 > 1 TeV
rompimiento electrodébil ~10710s | ~ 100 GeV Pr
confinamiento ~107*s | ~ 100 MeV
enfriamiento nucleénico ~1072s ~ 10 MeV
desacoplamiento de neutrinos ~1s ~ 1 MeV
nucleosintesis ~ 3 min ~ 100 keV

z
igualdad materia-radiacion ~ 10 afios ~1eV | pm=pr | ~3,365
recombinacion (CMB) ~ 380,000 anos ~ 0.1 eV Pm ~ 1,100
época oscura 4 x 10° — 10® afios > 11
reionizacion 10® — 10 afios 6—11
formacion de galaxias ~ 10? afios ~ 6
dominio de energia oscura ~ 8 x 10? afios PA ~ 0.5
formacion del sistema solar ~ 9 x 10° afios ~ 0.45
hoy ~ 13.8 x 10? afios ~ 1 meV 0

Cuadro 3.1: Cronologia de eventos segiin el modelo ACDM o de la gran explosion. Los eventos del
recuadro superior son hipotéticos y estan basados en diversos modelos mds alld del modelo estandar
de particulas. Los eventos en el segundo recuadro se basan en la fisica de particulas ya verificada.
Los eventos del recuadro inferior estan basados en observaciones astrofisicas. p indica la especie
que domina cada época: inflaton p;,¢, materia p,,, radiacién p, y energia oscura py. z se refiere al
corrimiento al rojo gravitacional debido a la expansiéon del universo.

recalentamiento. Las transformaciones continuas entre fotones y materia dan, a su vez, lugar
a todas las particulas (y antiparticulas) del modelo estandar de particulas elementales y,
en caso de confirmarse, de los modelos supersimétricos. El universo contintia su expansion
dominado por esa radiaciéon, enfridndose paulatinamente. Poco antes de que el universo
tenga 10710 s de edad, ocurre el proceso de bariogénesis, en el que la violacién del equilibrio
termodinamico combinada con una minima violacién de conservacién de carga eléctrica,
paridad y de cantidad de materia, conduce al dominio de la materia sobre la antimateria.

La segunda etapa de evolucion cosmologica estd basada en la fisica de particulas cono-
cida; esta etapa seguramente ocurrié cuando el universo tenfa entre t ~ 10719 s y ¢ ~ 200 s,
y estd dominada por particulas ultrarrelativistas, descritas como radiaciéon. Entendemos los
eventos de esta época bastante bien gracias a experimentos en colisionadores de particulas
que permiten conocer la dindmica de las particulas elementales a muy altas temperaturas.
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Suponiendo que la dindmica a altas energias no ha cambiado en la historia del universo,
llegamos a una descripciéon precisa de lo que ocurri6.

Tras el proceso de bariogénesis, las abundantes particulas elementales continuaron sin
masa hasta que el universo se enfri6 lo suficiente para alcanzar una temperatura de alre-
dedor de 10'® K a los 10710 s de haberse iniciado la gran explosion. A esa temperatura
ocurre el llamado mecanismo de Higgs, responsable de dotar con masa a todas las particu-
las elementales, salvo el foton y los mediadores de las interacciones fuertes. Ya con masa,
los quarks comienzan a combinarse hasta que, a los 107* s, con una temperatura de 10'2
K, les es imposible aparecer libremente fuera de los llamados hadrones, entre los que domi-
nan esencialmente una enorme cantidad de protones y neutrones. Las interacciones entre
fotones, protones, neutrones, electrones y neutrinos son muy constantes, produciendo con-
version de unas particulas en otras. Cuando el universo alcanza la edad de 1 s, la distancia
entre una particula y otra ya es lo suficientemente grande como para que los ligerisimos
neutrinos escapen, dejando de interactuar con el resto del contenido del universo. Parte de
esos neutrinos deberian ser detectables en nuestra época. Entre este momento y los 200
s, los protones y neutrones del universo se combinan para formar los primeros nicleos;
ademas del hidrégeno, se forman los nticleos del deuterio, del He, del He y "Li en el pro-
ceso conocido como nucleosintesis de la gran explosion. La radiacién de este tipo, poblada
de los primeros nucleos, electrones, neutrones libres y luz, sigue dominando todavia algin
tiempo, hasta que el universo alcanza una edad de aproximadamente 10,000 anos.

La ultima etapa en la historia cosmologica es la que conocemos gracias a las observa-
ciones astrofisicas. Esta corresponde al periodo entre t = 10,000 afios y tg ~ 13.8 x 10°
anos. En esta etapa dos transiciones ocurren: la transicién del dominio de la radiacién a la
materia y la transicion de materia a energia oscura. La temperatura disminuye de 10* K a
2.73 K, haciendo de nuestro universo el lugar frio y casi vacio que conocemos hoy.

Alrededor de los 10,000 afios, la radiacion se ha enfriado hasta 10* K y la cantidad
de materia ha aumentado tanto que se equilibra su contribucién en la dindmica cosmol6-
gica. A esta fase se le llama periodo de igualdad radiacion—materia y marca el inicio del
dominio de la materia, un periodo en el que la expansiéon del universo es ligeramente méas
veloz que antes. Aun abundan protones, electrones y fotones en interacciones continuas,
situacién que dura hasta que el universo alcanza la edad de 380, 000, en la que los protones
y electrones se combinan para formar los primeros atomos de hidrogeno (recombinacion),
dejando escapar la radiacion cosmica de fondo (CMB) con las propiedades de los fotones
de ese momento. Son estos fotones la luz més vieja que somos capaces de detectar, la cual
es descrita en el espectro de microondas como radiaciéon de cuerpo negro, segiin discutimos
en la seccién 3.5.4.

Tras la liberaciéon de la CMB, no hubo ninguna fuente de luz més que los atomos de
hidrégeno. La luz emitida por las transiciones entre niveles de energfa del hidrégeno es muy
poco energética, por lo que es practicamente inobservable. Debido a la ausencia de luz hasta
que se empiezan a formar las primeras estrellas, al periodo que dura entre 380,000 y 150 x
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106 afios se le llama época oscura. Las primeras estrellas y cuasares se forman al concluir la
época oscura mediante la acumulacién gravitacional de grandes cantidades de hidrégeno,
emitiendo fotones con suficiente energia para ionizar los atomos de hidrogeno libres en
las cercanias de los astros. Como resultado de este proceso conocido como reionizacion,
el contenido del universo se convierte en un plasma que perdura hasta que el universo
alcanza la edad de 10° afios. A esa edad cosmologica, las diferentes estrellas, regidas por
concentraciones de materia oscura, comienzan a formar galaxias que poseen en sus niicleos
las primeras estrellas muertas convertidas en agujeros negros. Las galaxias se expanden y
distribuyen, atrayendo polvo estelar que formara cuerpos celestes sin brillo propio, tales
como los planetas, planetoides, asteroides, etc. Hace casi 6 x 10° afios, la disminucion
continua de p,, consiguié que la energia oscura comience a dominar; desde entonces la
expansion del universo es cada vez més veloz. Aproximadamente mil millones de afios mas
tarde se formd nuestro sistema solar y otros parecidos.

Ejercicios

3.1 Limite Newtoniano.

Suponga un espacio-tiempo Newtoniano con coordenadas cartesianas ¢ = (¢, z'). En el formalismo
Newtoniano la métrica es plana, pero las particulas masivas sienten una fuerza generada por el
potencial gravitacional ¢(x) y la aceleracion de una particula masiva est4 dada por a = —Vé.

(a) Muestre que una particula masiva en caida libre se mueve a lo largo de una curva z% = z*(\)
que satisface

Ozt \ d\

2 2,4 2
St Lt 09 (dt
d\2 d)\2 ox?

(b) De las ecuaciones anteriores identifique las componentes de la conexion Newtoniana (simbolos
de Christoffel).

(c¢) Utilizando los resultados del inciso anterior, deduzca que
_ 0%
OOk
y todas las demas componentes se anulan.

(d) Analice las simetrias que deberfan tener las componentes de R gpeq. (Puede la conexion New-
toniana ser obtenida a partir de una métrica?

3.2 Ecuaciones de Einstein y constante cosmolégica.
La forma maés general de las ecuaciones de campo de Einstein

G — Agpw = 81T, (3.251)

(a) Sireescribimos (3.251) de la forma G, = Ag,,+87T),,, podemos definir un tensor de energia—

momento efectivo asociado a la constante cosmolégica como T;fy = Ag,.,/87m. Muestre que
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en ese caso la constante cosmoldgica se puede interpretar como un “fluido perfecto” uniforme
con densidad de energia p = A/87 y ecuacion de estado P = —p. Es decir, la constante
cosmologica se puede asociar con la energia del vacio.

(b) {Qué significa fisicamente que la presion del vacio P sea negativa?

3.3 Preguntas conceptuales.

Considere dos observadores fijos localizados cerca de un agujero negro de Schwarzschild de masa
M. Un observador localizado en r; = 3M, emite un pulso de luz violeta (A = 400 nm) a un segundo
observador localizado en 1o = 8M. ;De qué color es el pulso para el observador localizado en ry?
(Qué tipo de corrimiento al rojo se observaria si el segundo observador se localizara en el radio de
Schwarzschild?

3.4 Solucion de Schwarzschild.
La solucién de Schwarzschild es una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein en el vacio que
es estatica y esféricamente simétrica. El elemento de linea estéd dado por

oM oM\ !
ds? = <1 — r) de? — [(1 - r) dr? + r2d#? + r? sen? 6d? | .

(a) Para la métrica anterior, encuentre (con un célculo explicito) los 9 simbolos de Christoffel
diferentes de cero.

(b) Muestre que para una métrica g, cuyas componentes son independientes de la coordenada
20, entonces ¢y = gou% es constante a lo largo de una trayectoria geodésica, i.e. muestre

que se satisface
dgo

=0.
dr

(¢) Considere nuevamente el caso particular de la métrica de Schwarzschild. Muestre que en el
limite no relativista y para movimiento radial en un plano, en el punto § = 7/2y ¢ = pg =
cte, la cantidad conservada adopta la forma

(g0 Q7Y ) Mmoo (dr\E
o qr )~ 2 \dt '

;Puede identificar la cantidad fisica que se conserva?

(d) Existe otra coordenada z* de la que no dependen los elementos de la métrica de Schwarzschild.
De acuerdo con los incisos anteriores, proponga la forma general de la cantidad conservada g;
(para algun 7). Calcule explicitamente la expresion de ¢; para la solucion de Schwarzschild.
., Con qué cantidad fisica esta relacionada?

3.5 Vectores de Killing.

Un vector de Killing o campo vectorial de Killing £# es un vector sobre una variedad (pseudo-
)Riemanniana que define un grupo de isometrias de la variedad, i.e. define transformaciones en la
variedad que dejan invariante el intervalo y, por lo tanto, la métrica. Dada esta definicion, cada &
corresponde a una simetria de la métrica. Un vector de Killing satisface la ecuaciéon de Killing

gu;u + gl/;u = 07
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de donde es posible concluir que a lo largo de curvas geodésicas la siguiente cantidad se conserva

pHE, = cte.

Consecuentemente, en relatividad general, los vectores de Killing permiten definir leyes de conser-
vacion (asociadas a simetrias del espacio—tiempo).

Determine los vectores de Killing para las cantidades conservadas del problema anterior.

3.6 Preguntas conceptuales.
(a) (En qué sistemas sometidos a la accion gravitacional es valida la relatividad especial?

(b) Un astrofisico reporta en un articulo con datos bastante precisos que la teoria de Einstein
tiene un grave error porque predice resultados incorrectos para un objeto estelar conico. Lo
eligieron a usted como &rbitro del articulo. ;Considera que es un articulo aceptable o no?
Justifique.

(c) ¢{Cuaéles son las diferencias principales entre un agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr?

3.7 Agujero negro de Schwarzschild.
La métrica de Schwarzschild estd determinada por el intervalo (3.71). Definimos aqui A(r) =

(1-21),

(a) Como se determiné en el ejercicio 3.5, las cantidades ¢ = A(r)dt/dr y £ = —r?sen? 0 dy/dr
son constantes de movimiento. Debido a una simetria adicional, el movimiento esta confinado
a un plano, que puede ser elegido como el plano ecuatorial § = /2. Escriba ds? en términos
de e, ¢, A(r), (dr/d7)? y dr.

v gk ..
(b) Muestre que e = g#,,dd%dd% es constante a lo largo de una geodésica.

(¢) Un observador cae radialmente hacia un agujero negro de Schwarzschild con velocidad inicial
dr/dT = wp a una distancia R del centro del agujero negro. Exprese la constante € en esa
trayectoria en términos de M, R y uyp.

(d) Calcule la 4-velocidad U* del observador cayendo, como funcion de €, Ry M.

(e) {Cual es el tiempo propio que le toma al observador alcanzar el horizonte en r = 2M? (Por
simplicidad, considere ¢ = 1.)

3.8 Orbitas luminosas en un agujero negro de Schwarzschild.

El movimiento de fotones en las cercanias de un agujero negro estatico puede determinarse a partir
del intervalo de Schwarzschild (3.71), imponiendo ds*> = dr? = 0, y analizando las ecuaciones
de conservacion, como hemos hecho en el texto, o las trayectorias geodésicas. Exploremos aqui la
segunda opcion.

1. Muestre que la ecuacion radial de la geodésica para una orbita circular en el espacio—tiempo
de Schwarzschild conduce a la dindmica angular dada por

Ao\ re
dt /| 2r3sen26’

donde ry = 2M denota el llamado radio de Schwarzschild.
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2. A partir de d7 = 0, muestre que se satisface

2
(fff) :meﬁ(lff)

Concluya que el radio de las orbitas circulares tienen radio 3rs/2.

3.9 Movimiento uniformemente acelerado, coordenadas de Rindler y agujeros negros.
Chana se sube a una nave espacial y parte de la Tierra desplazdndose rectilineamente con aceleracion
propia a ~ 10 m/s%.

(a) Encuentre cuénto tiempo medird un observador terrestre que le toma a la nave alcanzar la
velocidad 0.999c. ;Cuénto tiempo mide Chana?

(b) {Cuénto tiempo tardard la nave en viajar 30,000 afios luz para un observador terrestre y
para Chana? ;Qué tanto envejeceria Chana si viajara a la galaxia Andréomeda, a 2 millones
de anos luz de la Tierra?

(¢) Con base en las ecuaciones obtenidas para los tiempos y la posicion de objetos acelerados, se
definen las coordenadas de Rindler en dimensiéon 1 + 1 como

1
t = —psenh(af), x = pcosh(ag), coordenadas de Rindler (3.252)

c

las cuales representan el sistema coordenado usado por un observador acelerado con acelera-
cién propia a.

Demuestre que el elemento de linea de las coordenadas de Rindler es
ds? = a?p?de? — dp?. (3.253)

(d) Considere trayectorias puramente radiales en un espacio de Schwarzschild (con d§? = dp? =
0). Demuestre que muy cerca del horizonte de sucesos de un agujero negro de Schwarzschild,
i.e. cuando r &= 2M, las coordenadas de Rindler son una buena aproximacién a las coordena-
das de Schwarzschild. ;Cuanto vale la aceleraciéon propia en este caso? (Sugerencia: realice el
cambio de variable 0% /8M = r — 2M, de tal manera que cuando r — 2M, entonces o — 0.
Quizd le sea 1itil la aprozimacion (Ax)?/(1 + (Ax)?) ~ (Ax)?2.)

3.10 Solucién de De Sitter.
Considere las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmolégica distinta de cero, tal que

1
R, — iRgW —Agu = 0.

(a) Encuentre el escalar de curvatura R en este caso.

(b) En unidades naturales, considere una métrica con simetria esférica, i.e. una métrica de la
forma

ds? = a(r)dt?* — b(r)dr? — r2d6? — r? sen? d¢?.

Encuentre las cuatro componentes diferentes de cero del tensor de Einstein G, .
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(c) Resuelva las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica y muestre que
ds? = (1 — Ar?/3)dt* — (1 — Ar?/3)"1dr? — 2d6? — 2 sen® Od¢>. (3.254)
A esta solucién se le conoce como espacio—tiempo de De Sitter.

3.11 Dualidad ds*/Ms.

La meétrica (o espacio—tiempo) de De Sitter para dimensiéon d = 3 4 1, cuyo elemento de linea esta
dado por la ecuacion (3.254), representa un espacio—tiempo esféricamente simétrico que satisface
las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio con constante cosmologica A y que tiene centro en
r =0 (aqui denotaremos la coordenada temporal por T').

Considere ahora una hipersuperficie 4—dimensional 3 descrita por la ecuaciéon
2?2+ 22w 0 =d? (3.255)
e inmersa en un espacio Euclideo 5—dimensional con elemento de linea
ds? = da? 4 dy? 4 d2? + du? + dv?. (3.256)
(a) {Qué objeto geométrico es la hipersuperficie X7

(b) Aplique la rotacion de Wick v — it seguida de la inversion métrica g,, — —gu, en el
elemento de linea (3.256). ;Qué espacio representa este elemento de linea? Claramente, la
inversion métrica no afecta la superficie 3. ;Cual es el efecto de la rotacion de Wick en %7

(¢) Considere ahora adicionalmente el cambio (parcial) de coordenadas (y,z,u) a coordenadas
esféricas (1,0, ), i.e. e.g. y = rsenf cos ¢, etc.. ;Como cambia la ecuacion de la hipersuper-
ficie (3.255) bajo este cambio de coordenadas? ;Cudl es ahora el elemento de linea?

(d) Por tltimo, sustituya a? — 72 = X2, de tal manera que dX? = (a® — r?)~12dr?, y aplique el

cambio de coordenadas x = X cosh(T'/a) y t = X senh(T/a) (es sencillo verificar que, salvo
por un renombramiento de las constantes, estas son las coordenadas de Rindler, mencionadas
en el ejercicio 3.9. Verifique que el elemento de linea obtenido es el mismo que el presentado
en (3.254). ;Cudl es el valor de la constante a en este caso? Sugerencia: calcule dt? — dx? en
términos de T, X, dT? y dX2.

3.12 Métrica de Friedmann—Robertson—Walker y ecuacién de Friedmann.

El elemento de linea de Friedmann—Robertson-Walker (FRW) se emplea para describir modelos
cosmologicos simples (homogéneos e isotropicos) y esta dado por la ecuacion (3.177), donde a(t)
que es una funcién que depende sélo del tiempo es el llamado factor de escala y tiene unidades de
longitud. k£ es una constante que determina si el universo es cerrado (k = +1), plano (k = 0) o
abierto (k = —1). Claramente, las coordenadas usadas son {z° = t, 2! = r 2% = 0,23 = ¢}.

Suponga que el contenido del universo estd dado por el tensor de energia—momento (3.180),
donde la densidad de energia p y la presion P dependen sblo de t y satisfacen la ecuaciéon de
estado (2.162).

(a) Utilizando la expresion genérica para el elemento de linea, ds? = guvdztdz”, halle a partir
de la métrica de FRW las componentes de la métrica.

(b) Determine los simbolos de Christoffel. Para simplificar la notacion, a las derivadas de a con
respecto a t dendtelas como a.
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(c) Muestre que las componentes no nulas del tensor de Ricci son Ryo y R;; (donde 4,5 = 1,2, 3)
y que éstas estan dadas por

i i _a® Kk
Roo = =3 Rij = — (a t25+ 2(12> i

donde a denota la segunda derivada de a respecto a t.

(d) Utilizando las expresiones del inciso anterior y la métrica, muestre que el escalar de curvatura,

o escalar de Ricci, esta dado por
a a2k
R=—6-4+—<+—].
(a + a? + a2)

(e) Con los resultados anteriores halle las componentes no nulas del tensor de Einstein G, =
R, — %gm,R.

(f) Escriba explicitamente las ecuaciones de Einstein G, = 87T),,.

(g) Una de las ecuaciones de Einstein que debié obtener en el inciso anterior es

a? n k8w
2 a2 3f
Muestre que en términos del parametro de Hubble, definido como H = a/a y del cociente
Q = p/pe, donde p es la densidad energética del contenido del universo y p. = 3H?/(87) la
llamada densidad critica del universo, la ecuacién anterior se puede escribir como
k
H242

que es conocida como la ecuacion de Friedmann.

—Q-1,

3.13 Fluido perfecto en el limite Newtoniano.

Como se vio en un problema anterior, la ecuaciéon de la geodésica se puede considerar como una
generalizacion de la segunda ley de Newton. No obstante, podemos preguntarnos qué es lo que ocurre
en el sentido contrario, es decir, jqué ocurre con la ecuacion geodésica en el limite Newtoniano?

(a) Para A = 7, reescriba la ecuacion de la geodésica en términos de la velocidad propia U y
utilice la regla de la cadena para obtener la forma covariante de la ecuaciéon geodésica

(U" A+ T aU)U =0. (3.257)
(b) En el limite Newtoniano (con rapidez local u < ¢y 7 = t), obtenga la expresion para
dz® da?
e g————.
ar ar

(c¢) Utilice la aproximacion de campo débil,
v = Muw + Ny,

donde h,, es una pequena desviacién de la métrica independiente del tiempo y € < 1 para
mostrar que (3.257) se reduce a

(U* o+ U" o) +en” (¢) o = 0.
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(d) Muestre en este limite para la componente espacial p = i que la ecuacion anterior implica la
ecuacion de Euler para un fluido en presencia del potencial gravitacional ¢.

v+ v -V +V(egp) =0.

3.14 Propiedades de las ondas gravitacionales.

Existen muchas similitudes entre el electromagnetismo y la gravedad. En particular, las ecuaciones
que relacionan al campo con sus fuentes, son ecuaciones de Poisson; para el electromagnetismo se
tiene

OAY =4nJ",
donde J” es la 4—corriente electromagnética. En el caso gravitacional se tiene, en el limite de campo
débil,
1
gt = —167T* 0 0a 0% (WY — 577‘“’11) = —167TH".

Recuerde que la métrica es g, = My + by, con 1 la métrica de Minkowski y el campo ¢” estd

definido por

1 1
P = — gn“”h — B = v — 577#!/(;57

donde ¢ y h representan las trazas de ¢** y h*¥. El campo satisface la condicién de norma 9,,¢*" = 0.

Tanto las ecuaciones de Maxwell como las ecuaciones linealizadas de Einstein tienen soluciones
dadas como ondas propagéndose a la velocidad de la luz. La soluciéon de onda plana en el vacio es

M = AMY cos ko,

donde A*¥ y k,, son las componentes de un tensor y un vector constante, respectivamente, llamados
tensor de polarizacién y vector de onda.

(a) Muestre que la solucion de onda plana es solucion a O¢p*” = 0 siempre y cuando
kok® =0 y AME, = 0. (3.258)
Esto quiere decir que k* = w = k, donde k = \/k? + k2 + k2, lo que nos dice que la onda
gravitacional se propaga a la velocidad de la luz.

(b) Sin pérdida de generalidad, suponga que la onda se mueve en la direccion 22, es decir (k%) =
(w,0,0,w). Muestre que la condicion (3.258) y el requisito de que h*¥ sea simétrico implica
que solo existen 6 polarizaciones independientes.

(c) Dos de las polarizaciones independientes pueden ser

00 0 O 0 0 0 O
01 0 O 0 010

vy _ wy
(447) = 00 -1 0}’ (A7) = 01 0 0
00 0 O 0 0 0 0

Muestre que estas polarizaciones no tienen traza y son transversales a la direcciéon de propaga-
cion. La afirmacion aqui es que estas dos polarizaciones son las tnicas entre las polarizaciones
independientes que pueden transportar energia y momento.



Apéndice A

Ecuacion de la geodésica utilizando
el principio de minima accién

Consideremos la curva z#(\) en un espacio—tiempo arbitrario, con tiempo propio defi-
nido como

?dr? = g, datda”. (A.1)
La 4-velocidad a lo largo de la curva estd dada por
i
g — 7 (A.2)
dr

y en una parametrizacion (afin) arbitraria, la tangente es TH = %. El tiempo propio a lo
largo de la curva esta dado por

daH dx"

CT—/ \/gwdx#dx”/ TN d/\ . (A.3)

Las curvas a lo largo de las cuales ¢t o, equivalentemente, la longitud propia s = c7, es

extremal pueden encontrarse fijando §7 = 0, es decir, calculando la derivada funcional 5‘?;

y extremizandola.

/ <g dat dav )
/ o dgv 622 \7M AN dX

0 2 Guv d; dA
/ Ogyuw dat dz” d oztda” o dat d ox”
0 9 [0 dwdaw \ 6z% dX dX T sz I AN dhoae

uv=dx "dx

5xP Azt dzv d éz* dz¥ dz* d 5:6”)

:/0 —2 o der <gwﬁaxacu(u+gwcumou+gwcumxa
Juv~ax dx

(A.4)
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Integrando por partes los tltimos dos términos, bajo la suposicién de que z* y g,,, se anulan
para A muy grande (en las fronteras de \), encontramos

0z Jo QM“’ dA dx dze Jo T dA _2\/mu ax | aue
_/Td)\d _ 1 gwdx“_ 69@”‘

o AN o[, dae T A | 0u0
(A.5)

Escogemos ahora A =7 — \/glw%\M C}f/\u = /9w UPUY = ¢, lo que implica

oT 1 (7 ozP d ozt d ox¥
— = dr’ v pUPUY — — — (9 U")— — — (9, U")—
Céma 2¢ Jo T (g“ B ox® d7r’ (g# )51,‘0‘ dr’ (g“ )5ac°‘>
I d d zP
= dr’' ( g gUPUY — — (g5, U") — U
2¢ Jo T (g‘ B dr (95 ) dr (9,8 )> Sz
17 . . duv , dU*\ 6z
=%/, dr’ (9W,BU“U ~ 980uU"U” = gy =1 — = Gus s U"U" _guﬁdT> 570
20,
(A.6)
Para extremizar esta derivada, el integrando debe ser cero, lo cual ocurre para
1 , 1 du¥ 1 dU*
5 (_guu,ﬁ + 9Bv,u + g,u,B,l/) Uru” + 59,81/? + 59#,8? =
o au* 1 y
= g <gﬂud7_ + 5 Gusw + 9pvu = Gupw) UMU ) =0 (A7)
dUu«

1
dr + §gaﬁ (Gusw + 98vu = Gupw) UMUY =0
UrU® , + 19, URUY =0,

La tltima ecuacién coincide con la ecuacion de la geodésica. Entonces, hemos obtenido que

la ecuacion de la geodésica describe la trayectoria a lo largo de la cual el tiempo y longitud
propia son extremales.



Apéndice B

R%g,,, es tensor

Como se dijo anteriormente, R%g,, son las componentes de un tensor or lo tanto
] ) Bu p Y, P )
deben transformarse apropiadamente bajo difeomorfismos, de acuerdo a
!
0z 928 Ozt dxv
Oz 9z Ozt 9z M
Para demostrar que es asi, empecemos por la propiedad de transformaciéon de la conexién

’
Ra BI/J,V/ =

afin, ecuacion (2.241),

: Ozt 9 dx” 0z* 9z” O*x"
e e O et (B.1)
ox# Jdx® OJxv Oz Jxv Ox¥Ox™
lo que puede resolverse para la segunda derivada como
2zt ox® ox”' ozt
= — H 19,0 - T#
oxvoxe Oz Ozv 7 + &WF o (B.2)

donde hemos multiplicado por %ff; y %J;, en la izquierda y realizado las sumas de (B.1).

Ahora podemos obtener una derivada de (B.2) con respecto de z*

93t B 92t oy ox*
Oxrorvdxe  dxrdxt

/

v %Fwau,)\

( 02z ozv  0x¥ %Y )I‘“/ oz dzv o™ o
- o'V’

o'V N -

92202° 927 T 910 0x oar T 9z 9z 9
(B.3)

El dltimo término se obtuvo usando la regla de la cadena porque I'# , solamente depende
de las componentes primadas; por lo tanto,

ip#’a,y, — %7
OxA N 0zF

/

0 T . (B.4)
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La ecuacion (B.3) puede reescribirse usando (B.2) como

Bt B <8$“/ 3 oz oxv

’

ox*
Oz

Iwow,)\

= = T
0z oxv O™ o8~ M T oxv ar> a”) ow

oz ozv'  oxN ox™ ., 0xY 9z 9zV oz oz oz, '
— r’ — Iy My, ————T" ., |T
(6335 Ao aze arr . N dav + or™ 9zB o™ Ozv oz > ov
B oz dzv oz o
ox® dzv dxr~

(B.5)
Renombrando indices contraidos en (B.5) y factorizando términos similares, encontramos

93zt ox* oz ox" oz
— re F’yau Fpou/
O0xr0xv Oz  OxP (T + A= Dx® Oxv dx™

ox”' oz’ oz’ oz _
- ( rr v T F’y + IwAV) r# o'V’ -

/

! / I / !
(I‘“ aix =TV oy Ty =T\ 0 CM)

ox? ox¥ Oz oY
(B.6)

Permutando los indices A y « de (B.6), el lado izquierdo no cambia, pero el lado derecho
se ve ligeramente modificado a

93t _ Ozt oz ozv oz
Oxdrv x> OxP oz Oxv Ox“

ozv’ ox” oY oz _,
- ( IW)\ + —1I" ax T l—wau) K av'-

’

! / / / /
(Fpa'y:[w)\l/ + Fp)\y,a) - (F“ Nv'a! I XO/IW y'v' T 7 V/O/F“ A“y’)

ore” " Oav ox* ox"
(B.7)
Restando (B.6)—(B.7) obtenemos
dat” 2 p P
0= ap(r)\'yr OCV+FOLV)\_F()¢"/F )\Z/_F/\ua)
8x Gm” 8x)‘l ’ / ’ / ’ ’
— axa ww (F'u aly/)\/—l—vy a//\/ru N F //\/F aly — F )\/V’ 0/+F /)\/FM NG —+ Fry V/a/FM /\/’Y/> ,
(B.8)

donde los términos subrayados se cancelan. Notemos que los términos en (B.6) y (B.7) con
productos de I y T también se cancelan. Finalmente reescribiendo el ltimo paréntesis y
multiplicando por los factores apropiados de la inversa de la matriz Jacobiana, obtenemos
R yixvar = T e =T ya T iy = T v 4T T 3
- ozt 9z dx¥ O I (B.9)
= Ozt 9z dgv OxN T A
que es justo lo que se queria demostrar.




Apéndice C

Ecuaciones de Einstein y la accién
de Einstein-Hilbert

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden obtenerse mediante el principio variacional,
como en el apéndice A, a partir de la llamada accion de Einstein-Hilbert, dada por

1
S = —%/dx4\/—\g\ (ga'BRa5+2A) —/dm4\/—\g\£M, (C.1)

con constante cosmologica A. Aqui R,3 denota las componentes del tensor de Ricci (2.329)
v g las componentes del tensor métrico inverso; £ = 87 en unidades naturales, |g| es
el determinante de la métrica, y Ly es la densidad Lagrangiana que describe la materia
del sistema que depende, en general, de campos que no aparecen en la primera integral.
Como explicamos en la seccion 2.10, el término /—|g| es requerido para que la integral sea
covariante relativista, donde el signo negativo surge del hecho de que, en el espacio—tiempo,
la métrica corresponde a un producto escalar que no es positivo-definido.

El principio variacional establece que las ecuaciones de movimiento pueden obtenerse
extremizando la accion, es decir, cuando se satisface

5S=0. (C.2)

Aplicando esta condicion a la accion de Einstein-Hilbert (C.1) y considerando que la parte
relevante de la variacion de la accién es la proporcional a la del campo gravitacional, dg,,.,
obtenemos

1 6y/— b SR,
/dﬁ@@w }/W (R+24) + ——Rap + gaﬂé—ﬂ + KT | =0, (C.3)
—lgl OGuv G Gy

g°h

donde hemos usado la definicion del escalar de Ricei (2.330) y la de las componentes del



236 Ecuaciones de Einstein y la acciéon de Einstein-Hilbert

tensor de energia—momento, en términos de la densidad Lagrangiana,

o = 2O lglbw). (C.4)

—\9\ OGpw

Empleando el resultado (2.223) para la derivada del determinante de la métrica, obte-
nemos que la variacién en el primer sumando esta dada por

0/ — 1 1) Hy 1 v
V-lol _ ol _ oo™ _ 1w i (C.5)

Sguw — 2/~[gl 09w 2/-Ig] 2

Por otra parte, variando la identidad (2.63), ¢g*# 9gpy = 03, encontramos que

5(9* gsy) = 69*° g5 + g™ 895, = 0, (C.6)
lo que conduce a
59“5
69°" = —g*P3g5,97" = —g*g"" . (C.7)
S

Sustituyendo nuestros resultados (C.5) y (C.7) en (C.3) y (C.4), podemos simplificar
la variacién de la accion,

SRap
/da: V- g5gm,[ MY (R4 2A) — RM + ¢g*f—2£ S B4 wTm| =0, (C.8)
g

v la expresion del tensor de energia—momento,

5[,M
5guy

T — — gL (C.9)

Por dltimo, calculamos la variacién del tensor de Ricci. Para lograrlo, lo expresamos en
términos de las componentes del tensor de Riemann, mediante R,3 = R7,,3, y empleamos
la expresion de las componentes del tensor de Riemann en términos de la conexién de
Christoffel (2.309). De esta forma, encontramos que

ORas _ <5F7a5) _.QEZEQPWQV——IWnﬁdrnaV
OGpuw S9uw /) o, 09w OGuw

_ (61‘70[7) + or” m +]_ww5maﬁ .
5guu 8 5g,uu 59;”/

(C.10)
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Por otro lado, las derivadas covariantes de las variaciones 0I'7,g y 617 se pueden escribir
mediante (2.213) como

T apiy = 01 apy + 701 ap = T0n 0175 = T, 501 0y

(C.11)
MY aryp =010y g+ 17,800 oy — I 5617, — I, 017 o) .
Recordando que la métrica conmuta con la derivada covariante, entonces
orY
g% 4py = D, (gaﬁér'raﬁ) =D, (gaﬁ 5 of 5gm,> : (C.12)
Guv

Esta informacion aplicada a ambas variaciones en (C.11) y combinada con la variacion del
tensor de Ricci (C.10), conduce a

0 =D (97007 05) = D (47701 ) = D (472017 5 = 410 05) - (C13)

Esta expresion implica que el tercer término de (C.8) se anula,

OR,
/dw4méguugaﬁ ]:B =0, (C.14)

S

porque se trata de una derivada total y, como tal, de un término de superficie que se anula
si consideramos la frontera del espacio—tiempo al infinito.

Finalmente, notamos que para que la variacion de la accion (C.8) sea cero para cualquier
09w, €s preciso que se satisfaga

1
R* — 59‘”’ (R+2A) = kTH, ecuaciones de campo de Einstein (C.15)

con T" dado por (C.9), que coincide justamente con las ecuaciones de campo de Einstein.
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