Motores Brownianos: Transporte, Caos
y Sincronizacion

Fernando Ramirez Alatriste
Universidad Nacional Autonoma de México

Ciudad de México
Coplt ArXives
2007



Coplt ArXives
Ciudad de México Copyright (©)2007 por Fernando Alatriste

Publicado 2007 por Coplt ArXives

Todos los derechos de propiedad de esta publicacién pertenece al autor
quien, no obstante, concede su autorizacion al lector para copiar, imprimir
y distribuir su trabajjo libremente, en partes o completo, con la tinica
condicién que (i) el nombre del autor y y el titulo original del trabajo sea
citado en todo momento, (ii) que el texto no sea modificado o mezclado y
(iii) el uso final de este contenido no debe ser comercial, el incumplimiento
de estas condiciones sera una violacion a la ley.

Producido eléctronicamente usando sofware libre
y en cumplimiento con un
espiritu Open Acces para publicaciones académicas.



Resumen

El propédsito del presente trabajo fue estudiar la sincronizacién de fase
y la dinamica cadtica en motores Brownianos también llamados “ratchets”.
Consideramos tres casos: una particula sobreamortiguada, una particula iner-
cial y dos particulas sobreamortiguadas acopladas a través de un potencial
biestable. Estas particulas estan sujetas a una fuerza periddica, una fuerza
constante y a la fuerza debida a un potencial periddico y asimétrico (llamado
potencial ratchet). La fuerza constante es necesaria para obtener un rotor
forzado en ausencia de la fuerza periddica. Este rotor tiene una frecuencia
caracteristica que puede ser enganchada con la frecuencia de la fuerza pe-
riddica. Introducimos una fase lineal a través de un conjunto de tiempos
determinados por la ocurrencia de saltos entre pozos del potencial ratchet.
Mostramos que la frecuencia promedio asociada a la fase lineal puede ser
sincronizada con la frecuencia del forzamiento periddico. De esta forma, po-
demos formalmente caracterizar la sincronizacion a través de las lenguas de
Arnold, las cuales representan regiones de sincronizacién en el espacio de
parametros del forzamiento. Discutimos en todos los casos las implicaciones
de la sincronizacién en el transporte de ratchets.

Abstract

In this work we study phase synchronization and the chaotic dynamics in
Brownian motors also called “ratchets”. We consider three cases: one over-
damped particle, one underdamped particle and two overdamped particles
coupled through a bistable potential. These particles are subject to a pe-
riodic force, a constant force and a force due to a periodic and asymmetric
potential called “ratchet potential”. The constant force is necessary in order
to tilt the ratchet and obtain a forced rotor in the absence of the periodic
force. This forced rotor has a characteristic frequency that can be locked
with the frequency of the external driving. We introduced a linear phase
through a set of times basing on the occurrence of jumps between the wells
of the ratchet potential. We show that the average frequency associated to
the linear phase can be locked with the frequency of the external driving. In
this way, we can properly characterize the phenomenon of synchronization
through Arnold tongues, which represents regions of synchronization in the
parameter space. We discuss the implications of the synchronization for the
transport in ratchets.
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica estadistica fuera del equilibrio ha mostrado avances sorpren-
dentes en la ultima década. Estos avances han revelado fenémenos de suma
importancia sobre el orden inducido por el ruido. Los cuales se deben prin-
cipalmente al papel constructivo del ruido en sistemas no lineales. La reso-
nancia estocastica [1, 2, 3, 4] y los motores Brownianos [5, 6, 7] son ejemplos
claros de que el ruido induce orden. La resonancia estocastica es un fenémeno
a través del cual una senal débil puede ser amplificada y optimizada con la
ayuda del ruido, de la misma forma los motores Brownianos utilizan las fluc-
tuaciones térmicas para generar un transporte directo (velocidad promedio
diferente de cero).

El transporte directo inducido por el ruido térmico en sistemas espacial-
mente periddicos esta descartado por la segunda ley de la termodindmica.
Entonces, para generar transporte directo, el sistema debe ser llevado fuera
del equilibrio térmico ya sea por una fuerza determinista o estocastica. El
caso mas interesante aparece cuando estas fuerzas son de promedio cero y
con esto nos referimos a que el promedio temporal, espacial o de ensamble de
las fuerzas asociadas es cero. Ademas de tener al sistema fuera del equilibrio
térmico, se requiere que el sistema tenga una asimetria espacial.

Los motores Brownianos pueden ser modelados por una particula Brow-
niana sujeta a una fuerza determinista o estocastica externa dependiente del
tiempo de promedio cero y a la fuerza debida a un potencial periddico y
asimétrico llamado potencial ratchet.

Los avances en el darea de investigacion sobre motores Brownianos, tam-
bién llamados ratchets” (o motores moleculares en el &mbito biolégico), han
sido motivados en parte, por el reto de explicar el transporte unidireccional



de proteinas en el interior de las células. En particular, la cinesina es uno de
estos motores moleculares que han atraido especial interés debido a que los
detalles de su dindmica ya han sido medidos [8, 9]. Otros avances que han
impulsado el estudio de los motores Brownianos se deben a razones cientifi-
cas y tecnolégicas enfocadas al entendimiento de las técnicas de separacién
y bombeo inducidas por ruido [10].

Los motores Brownianos han sido utilizados en una gran variedad de areas
como: Uniones Josephson [11, 12, 13], ratchet cudnticos [14], reduciendo la
densidad de voértices en superconductores [15, 16], suspensiones coloidales
de particulas ferromagnéticas [17], solo por mencionar algunas. Para una
revisién extensa sobre los motores Brownianos consultar [7]. A pesar de que
la mayoria de la literatura en este campo considera la presencia de ruido,
ha habido trabajos que modelan las propiedades de transporte de ratchets
deterministas [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26], mostrando que existe una
gran variedad de fenémenos no lineales relacionados.

Por otro lado, existen otros fenémenos relacionados con los sistemas no
lineales como la sincronizacién. La sincronizacion en términos generales sig-
nifica la correlacién o la concordancia en el tiempo de dos procesos. Esta es
muy comun en sistemas complejos, no solo en las ciencias fisicas, sino también
en las ciencias de la vida [12, 27, 28, 29].

La sincronizacion ha sido estudiada desde los primeros dias de la fisi-
ca. Empezo6 desde el siglo XVII cuando Huygens encontré que dos péndulos
débilmente acoplados (colgando del mismo soporte) se sincronizaban en fase
. Actualmente las investigaciones en sincronizacién se han enfocado en sis-
temas cadticos y estocdsticos, para una revisién ver [12, 28]. En el primer
caso, la aparicion de una dindmica sincronizada es en general no trivial. Un
sistema caotico se caracteriza por que su evolucién depende sensiblemente de
las condiciones iniciales. Esto quiere decir que dos condiciones iniciales muy
cercanas se separan exponencialmente con el tiempo. Por lo que un sistema
caotico desaffa intrinsecamente la definicién de sincronizacion.

Recientemente han habido trabajos donde se estudia la sincronizacién en
motores Brownianos, pero sélo abarcan la sincronizacién completa entre dos
ratchets acoplados [30, 31, 32, 33|, y con sincronizacién anticipada entre dos
ratchets acoplados con un retraso temporal [34]. Sin embargo todavia queda
por estudiar muchos aspectos interesantes, por lo que en este trabajo nos
enfocaremos en la sincronizacién de frecuencias en ratchets.

El esquema del presente trabajo es el siguiente: en el capitulo 2 revisamos
los conceptos bésicos sobre le movimiento Browniano, que seran fundamenta-



les para la discusion de los siguientes capitulos. En el capitulo 3 revisamos de
forma general la ecuacion de Langevin, la cual describe la dindmica de una
particula Browniana sujeta a fuerzas externas. También revisamos en este
mismo capitulo la ecuacion de Fokker-Planck, la cual describe la evolucién
temporal de la densidad de probabilidad asociada a la ecuacion de Lange-
vin. En el capitulo 4 revisamos los resultados analiticos sobre el movimiento
Browniano en potenciales periddicos. En el capitulo 5 revisamos el tema de
los motores Brownianos y el efecto ratchet. En el capitulo 6 introducimos
los conceptos basicos sobre sincronizacion y definimos la fase de un sistemas
cadtico o estocastico. En el capitulo 7 presentamos los resultados obteni-
dos para la sincronizacion en el ratchet sobreamortiguado. En el capitulo 8
revisamos algunos conceptos basicos sobre sistemas cadticos y presentamos
los resultados para el caso de la sincronizacién en el ratchet inercial. En el
capitulo 9 presentamos los resultados de la sincronizacion para dos particulas
acopladas sobre un ratchet, este modelo esta motivado por la dinamica de la
cinesina. Finalmente en el capitulo 10 presentamos las conclusiones de este
trabajo.

Este trabajo fue hecho en colaboracién con el Dr. José Luis Mateos Trigos,
investigador del Instituto de Fisica de la UNAM.






Capitulo 2

Movimiento Browniano

En este capitulo presentamos los conceptos basicos asociados al movi-
miento Browniano. Estos conceptos van a ser ttiles para el desarrollo de los
capitulos posteriores.

2.1. Comentarios historicos

En 1827 un famoso botanico llamado Robert Brown observé que, cuando
suspendia unos pequenos granos de polen en agua, estos presentaban un
movimiento irregular. Este fenomeno fue llamado Movimiento Browniano
en honor a su trabajo pionero. Brown demostré que el movimiento estaba
presente en cualquier suspension de particulas finas de vidrio y minerales,
por lo que descarto cualquier origen organico de este movimiento.

EL problema del movimiento Browniano no fue resuelto hasta que Eins-
tein en 1905 dio una explicacién satisfactoria [35]. Otra explicacién alterna-
tiva la dio independientemente Smoluchowski [36].

Los dos puntos principales en la explicaciéon de Einstein al problema del
movimiento Browniano son:

= El movimiento es causado por los impactos frecuentes en el grano de
polen de las moléculas del liquido, las cuales estan en un movimiento
incesante.



Figura 2.1: Movimiento Browniano en un plano

= El movimiento de estas moléculas es tan complicado, que su efecto en el
grano de polen puede describirse solo probabilisticamente, en términos
de los impactos frecuentes estadisticamente independientes.

La explicacién de Einstein puede ser considerada para propodsitos practi-
cos, como el primer modelo estocastico de un fenémeno natural. De los resul-
tados de Einstein sobre la constante de difusion del movimiento Browniano,
Perrin, un fisico francés, determiné el nimero de Avogadro.

2.2. Ecuacién de Langevin para el movimien-
to Browniano

El movimiento Browniano revela claramente las fluctuaciones estadisticas
que ocurren en un sistema en equilibrio térmico [37].

Por simplicidad tratemos el problema en una dimensiéon. Consideremos
una particula de masa m cuya coordenada del centro de masa al tiempo
t estd designada por z(t) y cuya velocidad es v = dzx/dt. Esta particula
esta inmersa en un liquido a temperatura absoluta T'. Tratar de describir la
interaccién de la particula con los grados de libertad del liquido que la rodea
es una tarea muy complicada. Pero el efecto de todos estos grados de libertad
se puede considerar como una fuerza neta efectiva F(t) sobre la particula.
Si ademas la particula interactiia con otras fuerza externas, tales como la
gravedad o campos electromagnéticos, a través de una fuerza denotada por
F(t), entonces la segunda ley de Newton puede ser escrita como

dv
moy = F(t) + F(t). (2.1)



A partir de aqui poco se puede decir de la fuerza F(t), la cual describe
la interaccién de z(t) con los demés grados de libertad del sistema. Bésica-
mente F'(t) debe depender de las posiciones de muchos dtomos en constante
movimiento. Entonces F(t) es una funcién que fluctia rdpidamente en el
tiempo y varia de una forma irregular, de hecho no podemos especificar la
dependencia explicita de F' en t. Para progresar formulemos el problema en
términos estadisticos. Entonces consideremos un ensamble de muchos siste-
mas similares, cada uno consiste de una particula y el medio que la rodea.
Para cada uno de estos sistemas la fuerza F'(t) es alguna funcién aleatoria
de t. Entonces uno puede hacer consideraciones estadisticas del ensamble.

Los siguientes comentarios descriptivos se pueden hacer acerca de F(t):
la razén a la cual varia F'(t) puede ser caracterizada por un “tiempo de
correlacién” 7*, el cual mide el tiempo promedio entre dos méximos (o mini-
mos) sucesivos de la funcién fluctuante F'(t). Este tiempo es muy pequeno
macroscopicamente hablando (generalmente es del orden de la separacién
intermolecular media dividida por la velocidad molecular media, esto es el
tiempo de colisién). La fuerza F(t) no tiene una direccién preferencial en el
espacio; entonces F(t) debe ser tanto positiva como negativa de tal forma
que su promedio de ensamble es cero.

La ecuacion (2.1) es vialida para cada miembro del ensamble y nuestro
objetivo es hacer predicciones estadisticas acerca de v. Como F(t) es una
funcién que fluctia rapidamente, por (2.1) se sigue que v también es una
funcién fluctuante en el tiempo. La funcién v tiene una parte que varia len-
tamente (su promedio) y otra que fluctia rapidamente (v')!, cuyo promedio
es cero, por lo que podemos escribir

v="0+7" (2.2)

La parte de variacién lenta v, es crucial para determinar el comporta-
miento de la particula en grandes periodos de tiempo. Para investigar su
dependencia integremos la ecuacién (2.1) sobre un intervalo 7, el cual es pe-
queno a escala macroscopica, pero es grande en el sentido de que se cumple
7> 7*. Por lo que se obtiene

mlo(t+7) = o(t)) = F(O)r + [ TR ar. (2.3)

Donde suponemos que F(t) es una funcién que varia lentamente, de tal
forma que cambia por una cantidad despreciable durante el tiempo 7. La

LA pesar de ello, F es dominante sobre v’, ya que la masa es apreciable.



integral en (2.3) deberfa ser muy pequena ya que cambia muchas veces de
signo en el tiempo 7. Por lo que podriamos despreciarla y escribir

dv

— =F 2.4
moy =F (2.4)

Pero este orden de aproximacion es muy burdo para describir la situa-
cién fisica. La interaccién con el ambiente expresada por F', debe ser tal que
siempre tienda a restablecer a la particula a la situacion de equilibrio. Esta
situacién de equilibrio esta caracterizada por v = 0. Si suponemos que la
fuerza externa F = 0. La interaccion expresada por I es tal que, si al tiempo
inicial v # 0, provoca que v se aproxime gradualmente a su posicién de equi-
librio o = 0. Claramente (2.4) es incapaz de predecir este comportamiento.
La razén es que la fuerza F' es afectada por el movimiento de la particula de
tal forma que, F contiene una parte que varia lentamente F, tal que tienda
a restablecer a la particula al equilibrio. Por lo que andlogamente a (2.2)
podemos escribir

F=F+F|, (2.5)

donde F’ es la parte de F' que fluctiia rapidamente cuyo promedio es cero. La
parte que varia lentamente F, debe ser alguna funcién de  tal que F(v) = 0,
cuando ¥ = 0. Si ¥ no es muy grande, F'(v) = 0 puede ser desarrollada en
una serie de potencias de v, cuyo primer miembro diferente de cero es lineal
en 0. Entonces F tiene la forma general de

F = —av, (2.6)

donde « es una constante positiva (llamada “coeficiente de friccion”), el signo
menos indica explicitamente que la fuerza F tiende a reducir @ a cero mien-
tras el tiempo transcurre. El presente argumento no permite decir ninguna
propiedad de « ni su magnitud. Pero podemos decir que a debe ser expresa-
ble de alguna forma en términos de F', ya que la fuerza de friccién es también
causada por la interacciéon descrita por F'(t).

Por lo que (2.3) se puede escribir como

_— = — F, 2
m— F —av+ F'(t), (2.7)

donde se ha hecho la aproximacién av =~ awv con error despreciable (ya que
av’ puede ser despreciado comparado con F’(t)).



Introduciendo v = a/m y la fuerza fluctuante por unidad de masa £(t) =
F'(t)/m (llamada también fuerza de Langevin) en (2.7) tenemos

dv

f
E%—VUZE%—S@). (2.8)

La ecuacion (2.8) es la llamada “ecuacién de Langevin”. Difiere de la ecuacién
original (2.3) por la descomposicién explicita de F'(t)/m, en su parte que varia
lentamente —yv y la parte fluctuante £(t), la cual es una funcién aleatoria
pura, esto es, que su promedio es cero independientemente de la velocidad o
la posicién de la particula.

En adelante consideraremos el caso en que la fuerza externa sea cero
(F =0) en (2.8), por lo que tenemos

— v =£(t). (2.9)

Como ya habiamos mencionado antes, es razonable suponer que el pro-
medio sobre el ensamble de la fuerza de Langevin, y por lo tanto de &, es
2
cero

(§() =0. (2.10)

Si multiplicamos dos funciones £(t) a tiempos diferentes ¢ y t', suponemos
que el valor promedio es cero si la diferencia de tiempo ¢ — t' es mds grande
que el tiempo de colision 7%, i.e.,

(EBER) =0 para |t—t |>7"

Esta suposicién parece razonable, ya que las colisiones de las moléculas
del fluido con la pequena particula son aproximadamente independientes.
Usualmente, el tiempo de una colisiéon 7" es mucho més pequeno que el tiempo
de relajacion 7 = 1/ de la velocidad de la particula. Podemos entonces tomar
el limite 7 — 0 como una aproximacion razonable, dando

(€()E(t) = qo(t — 1), (2.11)
donde 40(¢) es la funcién delta de Dirac y ¢ es la intensidad del ruido.
Una posible representacion de esta funcién es

5(t) = lim d.(t), (2.12)

e—0

2En lo siguiente denotaremos al promedio de ensamble por (-)
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con
1 € i< €
5 = 6’ 2 2
.=
0, en otro caso.

Si suponemos que el ruido £(¢) tiene una distribucién Gaussiana, entonces
a este ruido se le llama ruido blanco Gaussiano, ya que su densidad espectral
S(w) (que es la transformada de Fourier de la funcién de correlacién (2.11))
es independiente de la frecuencia, esto es

S(w) = 2/00 e “Tqd(T)dT = 2q.

En general la densidad espectral dependera de w y en este caso se dice
que el ruido es coloreado.

Queremos ahora una solucién de (2.9) con F = 0 y con la condicién inicial
de que al tiempo t = 0 la variable estocastica v tiene un valor dado vy. Para
esta condicion inicial la solucién de (2.9) es [13]

t !
1(t)::voe‘w<+l/’e_Vu‘i)g(ﬂ)dﬂ. (2.13)
0

Usando (2.11) obtenemos la funcién de correlacién de la velocidad
2 —y(ti+t btz ty+to—t! —t! I N gy
@mw@»z%aﬂﬁﬂ+él;aﬂﬁrfﬂwm—wWMa

Para calcular la doble integral, integramos primero sobre t,. La integracién
sobre t] es de 0 a ty o t;, cualquiera que sea menor. Tenemos entonces

t1 [to min(t1,t2) / q
Cdthdt, = / etz =2t) gyt — L (emlhi—tel _ pma(titte)y,
/0 /0 10y = ¢ 0 175 7( )
Por lo que el resultado de la funcién de correlacion de la velocidad es

(v(t)v(ty)) = vie YHt) 4 Qi(e_”tl_tz‘ — eT(titt)y, (2.14)
Y

Para t; y ty grandes, i.e., vty > 1,vts > 1, la funcién de correlacién de la
velocidad es independiente de la velocidad inicial vy y solamente es funcion
de la diferencia de tiempos t; — to, esto es

(w(t)o(ts)) = %' (2.15)
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Entonces en el estado estacionario la energia promedio de una particula Brow-
niana esta dada por

(B) = 5m{[o()]?) = ;m%. (2.16)

La constante ¢ esta por la ley de equiparticion de la energia de la mecanica
estadistica clasica,

1
(E) = ikBTv

donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta. por
lo que la constante g es

q = 2vkgT/m. (2.17)
2.3. Desplazamiento cuadratico medio

Para el movimiento Browniano es muy dificil medir la funcién de correla-
ci6én de la velocidad (2.15). Es més facil medir el desplazamiento cuadratico
medio de su desplazamiento. Si suponemos que la particula empieza en el
tiempo t = 0 en x = x( con la velocidad inicial vy, podemos calcular el
desplazamiento cuadratico medio al tiempo ¢ por

(o) -2 = {[Rowan]) = ([ owin [ o))

= Jolo (w(t)v(ta))dt1dts.

Aqui (v(t1)v(t2)) es la funcién de correlacién de la velocidad (2.14). Como

—~t\ 2
/t/t e_,y(t1+t2)dtldt2 _ 1 —e 7
0.Jo y ’

t ot t t1
// 6_7“]1 _t2|dt1dt2 = 2 dtl Q_W(tl_tz)dtQ
0J0

entonces obtenemos



12

g\(A—e™? g, 4 ot

zt—$02:<v2——>7+—t——1—67. 2.18
((@(t) — z0)7) 0 - " 73( ). (2.18)
Si empezamos no con una velocidad dada vy, sino con una distribucién de
velocidades inicial para el caso estacionario, el promedio de la velocidad al
cuadrado es igual a (vZ) = q/(27), ver (2.16). Entonces el primer término del
lado derecho de (2.18) es cero. Para grandes ¢ (vt > 1) el término dominante
es

((2(t) — x0)?) = 2Dt, (2.19)
=55 Zi—f (2.20)

El 1iltimo resultado es la bien conocida relacién de Einstein para la constante
de difusion D.

Si estamos interesados solamente en el limite de tiempos grandes, po-
demos derivar (2.19) en una forma mds corta. Si despreciamos la derivada
temporal en (2.9) obtenemos

(0t )o(ts)) ~ $<§<t1>5<t2>> = Lot — 1),

por lo que tenemos

o 4 t ot B :i
((alt) = o)) ~ 5 /0 /0 St — t2)dtndty = gt

Si pensamos en la fuerza de Langevin como funciones pico sucesivas de
ancho casi cero y altura casi infinita, entonces la velocidad consiste en fun-
ciones pico sucesivas con ancho ~ v y altura ~ vy ~!. Al despreciar la derivada
temporal en (2.9), es equivalente a remplazar funciones pico de ancho 7 por
funciones pico de ancho casi cero en la velocidad.



Capitulo 3

Ecuaciones de Langevin y
Fokker-Planck

Sea x una variable estocastica para la cual la ecuacion de Langevin general
tiene la forma [13]

i = A(z,t) + B(z, )[(¢), (3.1)

donde el punto denota la derivada temporal, A y B son funciones arbitrarias
y I'(t) es la fuerza de Langevin, la cual supondremos que es una variable
aleatoria Gaussiana con promedio cero y funcion de correlacién ¢, esto es

(L(1) = 0;  (TOI(E)) = o(t —1'). (3.2)

En general el término fluctuante se llama ruido multiplicativo y cuando
B(z,t) es una constante, se le llama ruido aditivo.

La variable z(t) puede ser vista por motivos descriptivos como la posicién
de una particula sujeta a una fuerza macroscépica A(x,t) y a una fuerza
microscopica B(z, t)['(t).

Como la variable z(t) es aleatoria, no podemos simplemente resolver (3.1),
en vez de eso debemos considerar propiedades estadisticas de £(t), como la
densidad de probabilidad, promedios temporales o de ensamble, funciones de
autocorrelacion, etc.. En particular, consideremos la densidad de probabili-
dad W (z,t) para el proceso z(t). Para un ensamble de particulas W (z,t)dz
denota la probabilidad de encontrar a la particula entre x y x + dx al tiem-
po t. Especificamente, estamos interesados en la probabilidad condicional
W(x,t | xo,t0), que es la densidad de probabilidad de z al tiempo t para

13
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una coleccion de particulas, las cuales estaban en x( al tiempo ty. Esto es, la
funcién W (z,t | zo, o) tiene una condicién inicial

W(x,tzO ‘ Io,to) :5(.]7—25'0), (33)

donde §(x) es la funcién delta de Dirac. Para procesos independientes con
una densidad de probabilidad inicial W (xg,to) al tiempo tg, la densidad de
probabilidad a cualquier tiempo ¢ (posterior a tj), puede ser obtenida por

W(z,t) = / W (x,t | o, to)W (2o, to)do. (3.4)

Si el proceso x(t) esta gobernado por la ecuacién de Langevin (3.1), en-
tonces, la densidad de probabilidad W (z,t) estd gobernada por la ecuacién
de Fokker-Planck [38, 39, 13|

oW(et) 0 o
T —%[A(%t)w(%t)] + 922

Notamos que esta ecuacion puede ser escrita como una ecuacién de continui-
dad

[B(z, )W (z,1)]. (3.5)

oW (xz,t) 0J(z,t)
e ) (3.6)

donde hemos definido a la corriente de probabilidad

J(z,t) = Az, )W (x,t) — %[B(x, W (x,t)]. (3.7)

Especificamente para una particula sobreamortiguada sujeta a un poten-
cial V(z) y a un ruido aditivo, tenemos que A(z,t) = —(1/m~)(d/dz)V (x)

y B(z,t) = v/D = \/kgT/ms, por lo que tenemos
i =———V(x(t)) + VDE(R), (3.8)

donde &(t) es un ruido blanco Gaussiano delta correlacionado

(E0)E()) = ot =),

con su correspondiente ecuacién de Fokker-Planck (también llamada ecuacién
de Smoluchowski)

W(a,t) _ 0 lv'(x) kT D

5 o ] W (z,1). (3.9)

my my Ox
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Por tltimo, cabe hacer notar que la ecuacion de Fokker-Planck puede ser
generalizada para varias variables.

3.1. Solucion estacionaria de la ecuacion de
Fokker Planck

Consideremos la ecuacion de Fokker Planck en un proceso estacionario
(G:W (x) = 0)
o _,
or

lo que implica que la corriente de probabilidad J debe ser una constante. Si
esta constante es cero entonces de (3.7) se sigue que

J=0= [A(x) - a%B(I)] Wo(z).

Podemos poner esta ecuacion de la forma

Alx)Wy = A(;)(i)(x) Wi(z) = %B(x)wst(x)7
integrando obtenemos
W (r) = % exp </m géil/i dx') = Ne~ @), (3.10)

donde N es una constante de normalizacion, que debe ser elegida tal que

/Wst(:v) —1.

En (3.10) se introdujo el potencial

v A')
®(x) =In B(x) — / B(:L")dx/' (3.11)
De la ecuacion (3.11) observamos que

0P (x) 1 0 B A(x)

5 " B@ ot T By
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Ahora consideremos

0

ox

) _
W () o +

W (z,t)e®®,

sustituyendo la expresion para (0/0x)®(x) resulta

e®@) [ 9

0
B(x) 8_35(3(

Sl (1)) =

)Wz, t)) — Alx)W(x,t)],

el término en corchetes del lado derecho de la ecuacién es el negativo de
la corriente de probabilidad J(x), por lo que despejando obtenemos que la
corriente de probabilidad se puede expresar como

J(z) = —B(x)e—¢<r>%[e¢<w>W(x,t)]. (3.12)

En el estado estacionario, donde J(x) es una constante arbitraria J po-
demos integrar (3.12) obteniendo

z ()

B(a')

Existen dos constantes de normalizacién en 3.13, una constante de inte-
gracion esta determinada por la condiciéon de normalizacion

Wy (z) = Ne @ — Je= @)

da’. (3.13)

/ Wo(z)de = 1, (3.14)

la otra constante debe ser determinada por las condiciones de frontera del
problema.

3.2. Procesos de Wiener

Obtener soluciones analiticas explicitas para la ecuacion de Fokker-Planck
no estacionaria es muy dificil, y sélo pueden ser encontradas para coeficientes
de arrastre A(z,t) y difusion B(z,t) especiales. Por ejemplo, cuando el coe-
ficiente de arrastre es igual a cero (A(x,t) = 0) y el coeficiente de difusién es
constante B(x,t) = D. Para estos valores el proceso se llama de Wiener, y la
ecuacion para la probabilidad de transicion W = W (x, t|2’,t’) es la ecuacién
de difusién.
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ow O*W
- D— 1
ot or?’ (3.15)
con la condicién inicial
Wiz, t'|a' t") = d(x — ). (3.16)

Para resolver (3.15) usamos la funcién caracteristica
o(5,1) = / dxW (z, t]a’, ¢') exp(isz), (3.17)

la cual obedece la ecuacién

99 _ 2
i Ds*¢, (3.18)
por lo que
6(s,t) = exp (—Ds*(t — t')) ¢(s, 1), (3.19)
de (3.16), la condicién inicial es
o(s,t) = exp(ist’), (3.20)
entonces
b(s,t) = exp (isx' — Ds*(t — t’)) : (3.21)

Realizando una transformada de Fourier inversa tenemos que

(z —a')?
Wz, t|a',t') = ———=exp (—7 : (3.22)
ATD(t —t!) AD(t —t')
Podemos realizar simulaciones numeéricas a partir de la ecuacion de Lan-
gevin correspondiente al proceso de Wiener para compararlas con la solucién

analitica (3.22). La ecuacién diferencial estocastica es

&= VDE(), (£(1) =0, (E(1E(s) =d(t—s). (3.23)

En la siguiente seccién se explica el método numérico empleado. Las si-
mulaciones se hacen para un ensamble de 1000 particulas Brownianas con
una posicién inicial xzg = 0.
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Figura 3.1: (a) Posicién promedio escalada con sqrtD/~,(b) velocidad pro-
medio escalada con \/yD para un ensamble de 1000 particulas Brownianas,
las lineas continuas muestran los resultados de la simulacién y las lineas
punteadas los resultados analiticos.

Calculemos los promedios y comparemos con la simulacién numérica :

(x(t)) = {2(1)) = 0,

donde Z(t) = [&(t')dt’ es una variable aleatoria de promedio cero(ver seccién
3.3).

@0y =D [ (€(@)de = Dt

En la figura 3.1 se muestra en (a) a la posicién escalada con sqrtD /vy y
en (b) a la velocidad promedio escalada con /yD = v;h. En ambas figuras
vemos que el promedio de ensamble esta alrededor de cero, sin embargo la
posicién es mas suave con respecto a la velocidad.

En la figura (3.2) se muestra la posiciéon cuadratica media escalada con
D/~. En este caso se muestra que la posicién cuadrética media es proporcio-
nal al tiempo y el coeficiente de proporcionalidad es el coeficiente de difusion
D. Debido a esto, en general se suele definir al coeficiente de difusion efectivo
como D.ff = lmy . {((z(t) — z0)?)/t.
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<x2(t ) /D>
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Figura 3.2: Posicién cuadratica media escalada con D /v, para un ensamble
de 1000 particulas Brownianas, la linea continua muestra los resultados de
la simulacion y la linea punteada el resultado analitico.

La distribucién de probabilidad estd dada por (3.22)

W, t]o, to) = M) ,

47rDtt — to) o <_4D(t —to)
con la condicién inicial
W (z, to|zo, to) = 0(x — x0).
Esta probabilidad se muestra en la figura 3.3 para un tiempo ¢y = 2 y una
posicion inicial (m)xo =3.

Cabe hacer notar que se realizaron otros chequeos para el algoritmo, con
tiempos de primer paso y resonancia estocastica, dando resultados positivos.
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Figura 3.3: Probabilidad para un ensamble de 500,000 particulas Brownianas,
las cruces muestran los resultados de la simulacién, con una condicién inicial

(\/”Y/D)xo =3 a un tiempo ty = 2

3.3. Algoritmo para resolver ecuaciones dife-
renciales estocasticas

Una ecuacion diferencial estocastica tiene la forma general [40]

b= [0+ gi(0&(M), (€Y =0, EMEE) =5t—5),  (324)

donde suponemos que el proceso estocastico es un ruido Gaussiano blanco.
Denotaremos como h el tamano del paso del tiempo. Una aproximacion sim-
ple para resolver (3.24) es integrarla, después usar un desarrollo de Taylor
alrededor del punto ¢ = 0, para encontrar recursivamente varias contribucio-
nes. Para el caso unidimensional la ecuacién toma la forma

&= f(x) +g(x)§(t). (3.25)

Una integracién formal da

o() ~2(0) = [ (7(t) + o(e(e)e(e))ar. (326)
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definiendo

fo= f(x(0), fi= %((tt)))

y algo equivalente para g(x). Desarrollando en serie de Taylor tenemos que
f(t) = fo+ (x—z0)f5+---. A simple vista el término de orden h parece ser

)

z=x(0)

h h
o(h) = 2(0) = [ (F@(®) + gal®)eW)dt = hfo +90 [ €@t (3.27)

veremos que este no es el término correcto de orden h. Mientras tanto ndtese
que en el lado derecho de la ecuacién hay lo que se llama una “integral
estocéstica”

Z(h) = /0 " ettt (3.28)

la cual es la integral sobre el rango (0, ) del proceso estocéstico £(t). Esta
integral es una variable aleatoria, la integracion es similar a la suma de varia-
bles Gaussianas, entonces, Z(h) es una variable Gaussiana. Lo cual implica
que la distribucién de probabilidad de Z(h) ésta determinada una vez que el
promedio y la desviacién estandar son conocidas. Un algoritmo simple seria

= generar una variable aleatoria Gaussiana, con el promedio y desviacion
estandar apropiados para simular la integral estocastica;

= sustituir la integral estocéstica en (3.27) con esta variable aleatoria:

= integrar la ecuacién usando cualquier integrador valido para la ecuacion
diferencial determinista.

Calculemos las propiedades estadisticas de Z(h)
h
(zw) = [ ), (3.29)
(Z(h)?) = /0 ' /0 " e(0)(s))dtds = /0 ' /0 "5t — s)dsdt /0 "ds—h. (3.30)

Si introducimos una variable aleatoria de promedio cero y desviacion estandar
1, Y, podemos representar a Z(h) como

Z(h) = VhY, (3.31)
por lo que podemos rescribir (3.27) como

z(h) — z(0) = hfy + VhgoY. (3.32)
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Podemos notar que el primer término del lado derecho de la ecuacion es de
orden h, mientras que el segundo término es de orden v/h, por lo que debemos
tomar otro término del desarrollo de Taylor para g(x)

o() ~ 2(0) = hfo + 9 Z(h) + g [ (e(t) ~ o)), (339

utilizando (3.27) en la integral y tomando sélo los términos de orden h tene-
mos

o(h) ~ w(0) = hfo + aZ(h) + ghao [ 2060 (330
como &(t)dt = dZ nos queda
2(h) = 2(0) = hfo + goZ (h) + %gégo[Z(h)F. (3.35)

Para ruido aditivo g(z) = v2D=cte. tenemos varios algoritmos:
Euler
z(h) = x(0) + hfo + goZ(h). (3.36)

Precision O(h).
Heun

zl = x(0)+ hfy + V2DZ(h),

x(h) = z(0)+V2DZ(h) + %(fo + f(x1)). (3.37)

Precisién O(h?).

“Propagador exacto”

Resolver exactamente & = f(z) y después sumar Z(h) para tomar en cuenta
el ruido. Sin error numérico por definicién. En la practica este algoritmo es
obtenido usando un algoritmo de integraciéon de alto orden para la parte
determinista (por ejemplo un Runge-Kutta de cuarto orden).



Capitulo 4

Movimiento Browniano en
potenciales periddicos

En el capitulo anterior se obtuvo la solucién general para la densidad
de probabilidad. En este capitulo nos vamos a enfocar a la solucién general
para potenciales periédicos. En particular nos interesa calcular la corriente
promedio.

Como vimos en el capitulo anterior, un proceso de Wiener esta gobernado
por la ecuacién de difusién (3.15). Este proceso representa a una particula
Browniana en ausencia de potenciales. Esta particula se difunde libremente
y su posicion cuadratica media es proporcional al tiempo y al coeficiente de
difusion D. Cuando existe un potencial, las particulas ya no pueden difundirse
libremente, pero, debido a las fuerzas de Langevin las particulas pueden
saltar de un pozo del potencial a otro contiguo, e incluso después de un
tiempo pueden estar en pozos mas alejados. Para tiempos suficientemente
grandes las particulas se habréan difundido en ambas direcciones del eje x.
Esta difusion puede ser descrita por un coeficiente de difusion efectivo Dy,
que cumple con la relacién

([2(t) = (@(®))) = 2Deyt. (4.1)

Sin embargo, aunque exista una difusion efectiva de las particulas, en prome-
dio no van ninguna parte, esto es, su velocidad promedio sigue siendo cero. Si
aplicamos ahora una fuerza adicional F' constante, las particulas preferiran
difundirse en la direccion de la fuerza y en promedio la velocidad promedio
es diferente de cero ( llamada velocidad de arrastre ), la cual dependera en

23
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general de F. Para fuerzas pequenas podemos definir a la movilidad g como
(v) = k. (4.2)

Como ya hemos visto, la ecuaciéon de movimiento de la particula esta dada
por la ecuacién de Langevin

myx + V'(z) = F +myVv2DE(t), (4.3)

donde V(x) = V(x+ L) es un potencial periédico de periodo L, V'(x) de-

nota la derivada de V' (z)con respecto a x, 7y es el coeficiente de friccién divido

por la masa m de la particula, F' es una fuerza constante y £(t) representa un

ruido blanco Gaussiano de promedio cero y con funciéon de correlacién dada
por

(E0)s) = o(t =), (4.4)
donde 40(¢) es la funcién delta de Dirac y D es el coeficiente de difusién
T
p= kel (4.5)
my

donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura.
Podemos escribir un potencial efectivo V(z) = V(z) — zF, el cual se
puede representar como “potencial inclinado”.

4.1. Normalizacion de las ecuaciones de Fok-
ker Planck y de Langevin

Para tratamientos posteriores es conveniente trabajar con cantidades adi-
mensionales usando las siguientes variables, parametros y potenciales

x, =x/L; t, = vot/L;
Yo =7L/ve; Dy =vD/v}; (4.6)

F, = LF/mvg; V, = V/mu? :

dv, L dV T
d—% - mvg dl” Sn(tn) - \/jog(t)a
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donde el parametro vy es una velocidad caracteristica del sistema, la cual

pude ser la velocidad térmica vy, = /kgT/m u otra velociad en funcién de
los parametros del sistema, por ejemplo vy = L.
Bajo esta normalizacién la ecuacién de Langevin (4.3) se transforma en

dx

no dV, o

(En(tn)En(t,)) = 0(tn — ;).

En los desarrollos posteriores omitiremos el indice n, esto es, trabajaremos
con la ecuacién

vz—f + d‘;;x) =F +/2D(t); V(r+1)=V(x), (4.7)
(D)) = 3t — 1) (43)

Como ya hemos visto la ecuacién de Fokker Planck correspondiente a
(4.7) es

0J(z,t)
ox '

OW(x,t) 10

ot ~ox (4.9)

<V’(x) —-F+ D%) Wz, t) =—

donde J(z,t) es la densidad de corriente definida por

0

T t) = - (F V@)~ D

> ) W(x,t). (4.10)

4.2. Solucidén estacionaria

Es conveniente para calculos posteriores considerar el potencial efectivo
U(x), al cual esta sujeta la particula Browniana, esto es

U(x) =V(z)— Fx. (4.11)

Este potencial tiene la propiedad

Ulx+n)=U(x) —nF, (4.12)

donde n es un nimero entero y se ha usado el hecho de que V (z) es periddico.
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Como ya hemos visto, en el estado estacionario la corriente de probabili-
dad es una constante J y la solucién para W (z) estd dada por (3.13), donde
®(z) estd dado por (3.11). Calculando ® obtenemos que

Ul(x)

O(z) = o)

+ cte.

Como el potencial V(z) estda indeterminado hasta una constante, podemos
omitir sin pérdida de generalidad a la constante de la ecuacién anterior,
obteniendo

O(z) = @ (4.13)
La densidad de corriente puede escribirse como
VT = [F = V(@)W (x) - Davgf), (4.14)
y la funcién de distribucién como
W(z) = e U@/PIN —~(J/D) /0 " UEID g, (4.15)

Veamos que la distribucién es periddica. Para hacer esto, consideremos pri-
mero la integral (0 <z < 1)

n4+x , 1 , n
[ e = [
0

JUG/D gt /”” V@)D gt
0 n—1

n

Haciendo un cambio de variable para la j-ésima integral (7 = 0,...,n), de
la forma u = 2’ — j , tomando en cuenta la propiedad (4.12) y definiendo a
I como

1 /
[= / UEN/D gt (4.16)
0
podemos escribir
/nﬂc V@D ay = T4 Te /P 4 f [em(DF/D /w V@D gy
0 0

— [[1—|—6_F/D—|-...+(6_F/D)n_1]—|—/ 6U(xl)/Dd[L’,,
0

el término del corchete es una suma geométrica y puede calcularse facilmente,
por lo que la integral puede escribirse como



27

o | _enFID\ e
UE/D gyt — | / U@)/D gyt
/0 e dz <71—6_F/D>+ L€ dz

Por lo tanto

r+n ,
W(a+n) = e VEHIPIN = (g/D) [T U Pay),
0

utilizando (4.12), remplazando la integral y factorizando los términos que
tengan dependencia en n tenemos

~U(z)/D V1 nF/D
W(z+n) = e V@ lN_ (1_6_F/D)]e /
~U(z)/D vJ _ a')/D ../
+ e [ i _F/D / dx]. (4.17)

Para F' >0 (F <0), esta expresion esta acotada paran — oo (n — —00)
si el primer corchete del lado derecho es cero, esto es

yJI = DN(1 — e /D), (4.18)

Por lo tanto tomando en cuenta esta ultima ecuacién y comparando (4.17)
con (4.15) obtenemos la relacién buscada

Wz +1) = W(2). (4.19)

Como W (z) es periddica, debemos normalizarla en el intervalo de periodici-
dad, esto es

1 1 1 z
[ W@ds = N [ 0@Par— (/D) [ et < / eU@)/Ddx') dz
0 0 0 0

= 1. (4.20)

Calculemos ahora la velocidad promedio

W) = ()= (F — V(@) +23DE )
= UE V(@) = [ I - V@I ()

1
N / (vJ + DOW/9x)dz = J. (4.21)
0
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Para derivar este resultado hemos tomando en cuenta (4.7,4.14,4.19).

Las dos ecuaciones (4.20,4.18) determinan las constantes de integracién
N y J. Despejando N de (4.20) y sustituyendo en (4.18) obtenemos una
expresion para J, la cual puede ser sustituida en (4.21) obteniendo

D(1 — e t/P)
fol eU@)/D fol e—U@)/Ddy — (1 _ e—F/D) fol e—U(z)/D fox eU@)/Ddrdr”
(4.22)
Es importante notar que si la fuerza externa F' es cero, la velocidad pro-
medio también es cero independientemente de la forma del potencial.

Y{v) =



Capitulo 5

Motores Brownianos

En el capitulo anterior observamos que la velocidad promedio es diferente
de cero sélo se aplica una fuerza constante que inclina al potencial. En este
capitulo discutimos la forma de obtener una velocidad promedio diferente de
cero si sélo actuan fuerzas de promedio cero.

5.1. Maquinas de movimiento perpetuo

Las maquinas de movimiento perpetuo son maquinas hipotéticas que pue-
den producir energia 1til de la “nada”. La existencia de dicha maquina viola
las leyes de la fisica. Las maquinas de movimiento perpetuo se clasifican en
dos categorias, definidas segin la ley que deben violar para ser una legitima
maquina de movimiento perpetuo. Estas categorias son llamadas “méaqui-
nas de movimiento perpetuo del primer tipo” o “maquinas de movimiento
perpetuo del segundo tipo”.

La primera ley de la termodinamica es en esencia un enunciado de con-
servacion de la energia. La segunda ley de la termodindamica tiene varios
enunciados, el mas intuitivo tal vez sea que el calor siempre fluye del lugar
mas caliente al lugar mas frio; el mas conocido es que la entropia siempre
incrementa; otro enunciado es que ninguna méaquina trabajando en ciclos es
mas eficiente que la maquina de Carnot.

Las maquinas de movimiento perpetuo del primer tipo producen mas
energia de la que consumen, por lo que la maquina puede continuar traba-
jando por siempre. Esta accién viola la primera ley de la termodindmica.

Las maquinas de movimiento perpetuo del segundo tipo son aquellas que

29
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convierten completamente el calor en otras formas de energia. Estas maquinas
violan la segunda ley de la termodinamica.

Se ha realizado trabajo tedrico serio que involucra experimentos pensados,
para probar los limites del entendimiento de las leyes de la fisica, por ejemplo:
El demonio de Maxwell [41], el ratchet Browniano de Feynman [42].

El demonio de Maxwell, un ser hipotético de tamano molecular que
estd sentado al lado de una puerta que separa a dos contenedores denotados
por A, B. En estos contenedores se encuentra un gas en equilibrio térmico.
Este demonio posee la informacién para todo tiempo de la posicién y velo-
cidad de las particulas de ambos contenedores. El demonio abre y cierra la
puerta de manera que sélo deja pasar a las particulas mas rapidas de Ba A,y
s6lo las mas lentas de A a B. El objetivo es colectar las particulas que tienen
una velocidad mayor a la velocidad promedio en el contenedor A y a las que
tienen una velocidad menor que la velocidad promedio en el contenedor B.

Al final obtenemos un gas caliente de alta presiéon en un extremo, y un
gas menos caliente de baja presion en el otro extremo. La primera ley de la
termodindmica no se ha violado, pero se ha redistribuido la energia cinética al
azar de las moléculas (calor), de tal manera que la energia puede ser extraida
del sistema.

En el experimento pensado de Maxwell, el demonio administra al siste-
ma de tal forma que la entropia disminuye, en otras palabras se incrementa
la cantidad de energia disponible, incrementando su conocimiento del mo-
vimiento de las particulas. La segunda ley de la termodindmica dice que es
imposible: Sélo se puede incrementar la entropia (o disminuirla en algun lu-
gar siempre que al menos esté balanceada con el incremento en algtin otro
lugar). Para una discusién detallada del demonio de Maxwell ver [41].

El ratchet Browniano de Feynman se discute en la siguiente seccion.

5.2. Ratchet de Feynman

El ratchet de Feynman es un aparato con una hélice de paletas simétricas
unida por un rodillo a un engranaje con dientes asimétricos (Figura 5.1).
Atascado en los dientes estd una lengiieta, que sirve para evitar que el engra-
naje dé vueltas libremente; esta lengiieta es empujada con un resorte para
mantenerla en su lugar. Si ahora lo rodeamos con un gas en equilibrio térmico,
las moléculas al azar de este gas impartiran su energia cinética a las pale-
tas, provocando que giren rapidamente hacia atras y hacia adelante, dando
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PN

Figura 5.1: Representacion pictérica de un Motor Browniano.

lugar a una especie de movimiento Browniano rotatorio. El truco es que la
lengilieta se detenga en los dientes asimétricos, permitiendo el movimiento
en una direccién (llamada “adelante”) y evitando que gire el engranaje en
la direccién opuesta (“atrds”). Parece convincente que este sistema realice
sistematicamente en promedio una rotacién en una direccion e incluso si un
pequeno peso en direccion opuesta es aplicado.

A pesar de la asimetria construida el sistema no tiene una direccion prefe-
rencial de rotacién, de otra forma violaria la segunda ley de la termodinamica
por ser una maquina de movimiento perpetuo del segundo tipo. Este sistema
ya habia sido discutido por Smoluchowski en 1912 y popularizado después
por Feynman [42]. El error esta en la suposicién del funcionamiento de la
lengtieta: como los impactos de las moléculas son considerados a escala mi-
croscopica, la lenglieta necesita ser de escala microscépica también, por lo
que las fluctuaciones térmicas no son despreciables. Entonces, debido a los
impactos de las moléculas del gas, la lengiieta se levanta eventualmente, per-
mitiendo asi que el engranaje gire libremente. El resultado neto es que no
hay un movimiento promedio rotacional preferencial, estando de acuerdo con
la segunda ley de la termodinamica.

Para obtener una maquina que funcione como se espera, necesitamos apli-
car una fuente externa de energia para sacar del equilibrio al sistema. Feyn-
man propuso sacar del equilibrio al sistema poniendo al resorte mas frio que
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las paletas, asegurandose asi que el resorte sea menos susceptible a los impac-
tos que las paletas, obteniendo de esta manera un movimiento unidireccional
en promedio. En este caso el aparato ya no viola la segunda ley de la termo-
dinamica, ya que el sistema esta fuera del equilibrio térmico, por lo que la
segunda ley de la termodindmica ya no es valida.

A pesar de que hubo contribuciones en el area de los ratchets después de
Feymann [6], no fue hasta que Ajdari y Prost [43] en 1992, Magnasco [44] en
1993 y los articulos seminales de 1994 [18, 19, 45, 46, 47, 48, 49], que hubo una
creciente actividad de trabajos tedricos y experimentales sobre los motores
Brownianos. En parte, el crecimiento del area de los motores Brownianos
es motivado por la investigacion del transporte intracelular, especificamente
por los motores moleculares [45, 48, 49, 50] y las bombas moleculares [51].
Investigaciones posteriores incluyen los ratchet cudnticos [14, 52], potenciales
ratchet para fluxones en arreglos de uniones Josephson [53, 54], efecto ratchet
en atomos frios usando una red éptica asimétrica [55], efecto ratchet para
reducir la densidad de vdrtices en superconductores [15]. Ejemplos tipicos
de ratchet son: ratchet mecidos (rocking ratchet)[44], ratchet destellantes
(flashing ratchet)[20], ratchet de difusién (diffusion ratchet) [56], ratchet de
correlacién (correlation ratchet) [46, 57| y ratchet de tiro de ruido blanco
(white-shot-noise ratchet) [58]. Para una revisién sobre motores Brownianos
ver [4, 5, 7, 10, 59].

5.3. Modelo simplificado estocastico

En vez de modelar la maquinaria del ratchet de Feynman, trabajaremos
con un modelo simple [6], pero que mantiene los elementos esenciales del
ratchet de Feynman. Consideremos una particula Browniana de masa m en
una dimensién con coordenada z(t). La ecuacién de movimiento es

md2—x +m d_a: + dv{z)
aw " T T

= F +myv2DE(t), (5.1)
donde V() es el potencial periédico y asimétrico

V)=V —W [sin (27r (:c _on)> + % sin <47r (:c _on)ﬂ , (5.2)

llamado potencial ratchet. Aqui L es el periodo del ratchet, esto es V (z+L) =
V(x). &(t) representa un ruido blanco Gaussiano con funcién de correlacién
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(E@ER)) = ot —1).

El ambiente donde estan los motores moleculares es un ambiente donde

las fuerza asociadas a la viscosidad son predominantes. Para ver esto uti-

lizamos el nimero de Reynolds. El nimero de Reynolds es un parametro

adimensional que compara el efecto de la fuerza inercial con la fuerza debido
a la viscosidad!, y se puede escribir como

_avp _ Fine

R _
n Fvis’

(5.3)

donde a y v son una distancia y una velocidad caracteristica del sistema, p es
la densidad del fluido, 7 es la viscosidad del fluido, Fj,. es la fuerza asociada
a la inercia y F,is es la fuerza asociada a la viscosidad.

Por ejemplo [5], para el agua p ~ lgr/em3 y n ~ 1072gr/(cm - seg).
Para un molusco en el agua de 10 cm de longitud y a una velocidad de 10
cm/seg, el niumero de Reynolds es R = 100. Sin embargo, para una bacteria
de 1073cm de longitud y a una velocidad de v = 10™3¢m/seg, el nimero de
Reynolds es R = 10~*. Entonces para esta bacteria, la fuerza de inercia Fi,.
es 107* veces més pequena que la fuerza asociada a la friccién Fi, por lo
que la dindamica se puede aproximar por una dinamica sobreamortiguada sin
problemas.

Para los sistemas en los que estamos interesados la escala caracteristica
es ~ 1078m, por lo que los sistemas que estamos tratando tienen nimeros
de Reynolds muy pequenos. Por lo tanto podemos aproximar la dindmica, a
una dindamica sobre amortiguada. Esto es, la ecuaciéon de movimiento es

v (z)

myt = F — —dr + myV2DE(2). (5.4)

Es conveniente trabajar con variables adimensionales. Para ello tomemos
como tiempo caracteristico ay~! y como longitud caracteristica L. Definiendo
las variables adimensionales:

x, =x/L, t, = t,

IEste pardmetro se obtiene a partir de la forma adimensional de la ecuacién de Navier-
Stokes.
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F,=F/my’L, D, = D/yL? (5.5)

Zo, = .TL’(]/L Vbn = %/m72L2

Tenemos que la ecuacion de movimiento para z,, es

i = Fp — dv%/\mpg (5.6)

donde V' (z,) es el potencial ratchet adimensional

1
V(z,) = —W, [C + sin(27(z, — x¢,)) + 1 sin(4m(z, — zo,))]. (5.7)
Quitando el subindice n a las variables tenemos
T =F—=V'(z)+ V2D.(t), (5.8)

donde la prima denota la derivada con respecto a x y el potencial ratchet
adimensional es

V(x) = —V[C + sin(2m(x — 20)) + % sin(dr(z —z)),  (5.9)

donde C' ~ -1.1y g =~ -.19, son dos constantes tal que el minimo del po-
tencial estd localizado en el origen (ver figura 5.2). El ruido blanco Gaussiano
tiene la uncién de correlacién

(@) = ot —1). (5.10)

Como vimos en el capitulo anterior, la ecuacién de Langevin (5.8) tiene

asociada una ecuacién de Fokker-Planck (EFP). Para nuestro caso la EFP
esta dada por (4.9)

oW (x,t) 0 0 9J(x,1)
5%~ 92 <V (x) — F + D&x) Wiz, t) =— e (5.11)
donde J(z,t) es la densidad de corriente definida por
, 9,
J(z,t) = F—=V'(z)— Da_:c W(zx,t), (5.12)

La cantidad de mas importancia en el transporte de particulas es la
corriente de la particula definida como el promedio de ensamble de la ve-
locidad (v) = (). En la siguiente seccién veremos la expresién analitica de
esta cantidad tan importante.
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Figura 5.2: Potencial ratchet adimensional (5.9) para Vj = 1/2m.

5.3.1. Solucién estacionaria

La solucion general se obtuvo en el capitulo anterior, llegando a la ecua-
cién (4.22).

B D(1 — e~ F/P)
o fol eU@)/D fol e—U@)/Dy — (1 _ e—F/D) fol e—U(z)/d fow eU@)/D dodr!’
(5.13)
donde F' es una fuerza constante, D es el coeficiente de difusién, U(x) =
V(x)— Fx (ver figura 5.3) y V() es el potencial ratchet (5.9). Es importante
notar que independientemente de la forma del potencial, si la fuerza constante
I es cero, la velocidad promedio es cero. Esto es una consecuencia de la
segunda ley de la termodinamica. No se puede obtener transporte directo a
partir de las fluctuaciones térmicas de un solo bano térmico. A pesar de la
asimetria del espacio debido al potencial ratchet, el efecto del bano térmico
hacia la particula es simétrico.

()
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Figura 5.3: Potencial ratchet inclinado U(x) = V(z) — Fx, para F' = —1y
Vo =1/2m.

La densidad de probabilidad para el caso estacionario con F' = 0 esta dada
por la distribucion de Maxwell

W(z) = Ne V@/P (5.14)

donde N es una constante de normalizaciéon dada por

N = </1 e_V(x)/Ddx>
0

Para el caso de I’ # 0, esperamos que la velocidad promedio sea diferente
de cero y que tenga el mismo signo que F'. Esto es debido a que la particula
siente un potencial efectivo U(z) = V(z) — Fz, que se puede visualizar como
el ratchet inclinado, por ejemplo para F' < 0, el ratchet estd inclinado hacia
la izquierda (ver figura 5.3), empujando a las particulas en promedio hacia
la izquierda, por lo que la (&) < 0. Cerca de F' = 0 podemos desarrollar la

-1
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V(x)

X

Figura 5.4: Potencial ratchet f(z) lineal a trozos, A\; y Ay son el ancho de
cada segmento; el periodo del potencial es A = A\ + Ag; el ancho de simetria
rotaes A = X\ — .

exponencial en (5.13) y quedarnos hasta primer orden, en este caso es claro
que la velocidad promedio es proporcional a F'.

El problema ahora es resolver las integrales que se encuentran en (5.13).
Debido a la forma del potencial, no es posible resolverlas analiticamente. En
estos casos se puede recurrir a otra representacién para el potencial ratchet,
una representacion lineal a trozos [60], (ver figura 5.4).Sin embargo, esta re-
presentacion no es practica para implementarla en un algoritmo que resuelva
las integrales numéricamente, ya que la fuerza (derivada del potencial) no es
continua, por lo que no usaremos esta representacion.

Una forma de visualizar el comportamiento de (5.13) para el potencial
ratchet suave (5.9) es realizar las integrales numéricamente, también podemos
partir desde la ecuacién de Langevin (5.8), y realizar promedios temporales
y de ensamble para obtener la velocidad promedio en el estado estacionario.

En la figura 5.5 se muestra la velocidad promedio estacionaria contra la
fuerza de inclinacién y como se esperaba el signo de la corriente coincide
con el signo de F'. La curva es simétrica para el orden dominante (respuesta
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Figura 5.5: Velocidad promedio estacionaria vs. la fuerza de inclinacién, ob-
tenida a partir de (5.13),Vp = 1/27 y D=0.1.

lineal), pero no las contribuciones siguientes. El hecho de que la corriente sea
diferente de cero, implica que el sistema no esta en equilibrio térmico.

5.4. Efecto ratchet

Como ya hemos visto en la seccién anterior, para un sistema en equilibrio
la velocidad promedio es cero, a pesar de la asimetria debida al potencial
ratchet. Lo cual resulta congruente con la segunda ley de la termodindmica.
También vimos que si aplicamos una fuerza constante F' para sacar al siste-
ma del equilibrio, obtenemos una velocidad promedio diferente de cero, que
concuerda en direccién con la fuerza F'. Este resultado es de esperarse y no
resulta sorprendente ya que aplicamos una fuerza constante en magnitud y
direccion.

Ahora consideremos una fuerza Fp(t) cuyo promedio temporal y de en-
samble sea cero. Apliquémosla al sistema para llevarlo fuera del equilibrio.
Esta fuerza puede ser determinista o estocastica.
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Figura 5.6: Velocidad promedio estacionaria vs. la fuerza de inclinacion, se
muestra que la velocidad promedio es diferente de cero para F' = 0. Fp(t) =
Fpsin(wpt), con Fp =1, wp =.6, Vy =1/2r y D=0.1.

i=F — f'(z) + Fp(t) + V2DE(t). (5.15)

Lo que obtenemos es un motor Browniano capaz de realizar trabajo. La
velocidad promedio estacionaria en funcién de F' se muestra en la figura 5.6.
Como podemos observar la velocidad promedio es diferente de cero para F' =
0, e incluso su direccion es opuesta para un intervalo de F'. Esto es, realizamos
trabajo en contra de la fuerza F llevando a la particula en direccién opuesta
a F. Este fenomeno se llama “efecto ratchet”.

La forma mas comun de explicar el efecto ratchet es con el ratchet de
encendido-apagado. El ratchet de la figura 5.4 se prende y apaga con periodo
7, (Figura 5.7).Cuando el ratchet estd encendido y la energia térmica kT es
menor que la altura del potencial, la distribucién de probabilidad esta centra-
da en un minimo del potencial. Después de medio periodo se apaga el ratchet,
por lo que ahora la particula se puede difundir libremente (con coeficiente de
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Figura 5.7: Esquema del efecto ratchet donde se muestra un periodo de en-
cendido apagado,(a) ' =0 ,(b) F # 0.
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difusién D = kgT'/m~y) con la misma probabilidad para ambas direcciones.
Después se vuelve a prender el ratchet, obligando a la particula a moverse
hacia un minimo del potencial. Como el potencial ratchet es asimétrico la
particula se desplaza en promedio hacia una direccion.

La energia para mover la particula no viene del bano térmico, sino que se
obtiene al encender el potencial, sin embargo el bano térmico juega un papel
importante, sin él, la particula se quedaria en el origen.

Otro fenémeno importante asociado a los ratchet son las inversiones de
corriente y pueden ser generadas variando un parametro del sistema [47, 61,
62, 63]. Las inversiones de corriente son muy importantes para la creacién de
nuevos aparatos para la separacién de particulas [64].



Capitulo 6

Sincronizacion

Dado que nos interesa abordar el problema de la sincronizacién en ratchets
en los proximos capitulos, en este capitulo revisaremos los conceptos basicos
sobre sincronizacién [12, 28], asi como también definiremos la fase de un
oscilador cadtico o estocastico.

El origen de la palabra sincronizacion es de raiz griega, que significa “ocu-
rrir en el mismo tiempo”. El significado original de esta palabra se ha man-
tenido hasta hoy en el uso coloquial, como un acuerdo o correlacién en el
tiempo de diferentes procesos.

Histéricamente, el andlisis del fenémeno de sincronizacion en la evolucion
de sistemas dinamicos ha sido estudiado desde los principios de la fisica.
Empezd en el siglo XVII, donde Huygens encontré que dos relojes de péndulo
acoplados débilmente (colgados de la misma viga), se vuelven sincronizados
en fase.

Inicialmente el fenémeno de sincronizacién fue investigado en aparatos
hechos por el hombre, desde el reloj péndulo hasta instrumentos musicales,
generadores eléctricos, sistemas de poder eléctricos y laser. Donde se en-
contré numerosas aplicaciones en ingenieria eléctrica y mecdnica. Ahora el
foco de atencion de la investigacion se ha movido hacia los sistemas bioldogicos,
donde la sincronizacion se ha encontrado en diferentes niveles. Sincronizacion
del pulso de neuronas, ajuste entre el ritmo del corazon con el respiratorio
y/o locomotor, diferentes formas de comportamiento cooperativo entre in-
sectos, animales e incluso entre humanos, estos son sélo ejemplos de un sélo
fenémeno natural fundamental: sincronizacién.

Estamos rodeados por objetos oscilantes, no solo en fisica, si no también
en las ciencias de la vida [27, 29]. Algunos ejemplos de sincronizaciéon son:
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radio comunicaciones y equipo eléctrico, violines en una orquesta, luciérna-
gas que emiten secuencias de pulsos de luz, pajaros que aletean sus alas,
sistemas quimicos que exhiben variaciones oscilatorias de la concentracién
de reactantes. Todos estos sistemas y muchos otros tienen una caracteristica
en comun: producen un ritmo. Usualmente estos objetos no estan asilados
de su ambiente, si no que interactiian con otros objetos, esto es, que son
un sistema abierto. Relojes bioldgicos que regulan los ciclos diarios, estan
sujetos al dia y la noche, a las variaciones de temporadas en iluminacién y
temperatura, un violinista oye el tono tocado por sus vecinos, un luciérnaga
es influenciada por la emisiéon de luz de toda la poblacién etc. Esta interac-
ciéon puede ser muy débil, en ocasiones imperceptible, pero a menudo causa
una transicion cualitativa: un objeto ajusta su ritmo de acuerdo al ritmo de
otros objetos. Como resultado, un violinista toca al unisono, insectos en la
poblacién emiten pulsos actsticos o luminosos con un ritmo comun, pajaros
en una parvada aletean sus alas simultaneamente, el corazén de un caballo
galopando se contrae una vez por un ciclo locomotor.

Este ajuste de ritmos debido a una interaccion es la esencia de
la sincronizacion.

Para ilustrar esta definicion general tomemos el cldsico ejemplo de un
reloj péndulo.

Osciladores auto sostenidos: un modelo de objetos oscilantes

Discutamos como funciona un reloj. Su mecanismo transforma la energia
potencial de un peso en altura (o de un resorte comprimido o de una ba-
terfa), en el movimiento oscilatorio del péndulo. En su recorrido, esta osci-
lacién es transferida en la rotacion de las manecillas del reloj. No estamos
interesados en el diseno particular del reloj. Lo que es importante es que este
toma energia de una fuente y mantiene una oscilacién estable del péndulo.
El cual continta sin ningin cambio hasta que se agota la fuente de energia.
La siguiente propiedad importante es que la forma exacta del movimiento
oscilatorio depende sélo de factores internos del reloj y no de como el péndu-
lo fue puesto en movimiento. Es més, después de una pequena perturbacién,
seguido de un transiente, el péndulo restablece su ritmo interno.

Estas caracteristicas son tipicas no solo de relojes, también de muchos
sistemas oscilatorios de diversa naturaleza. En fisica tales osciladores son
llamados osciladores auto sostenidos. Sus propiedades son las siguientes:

= Este oscilador es un sistema activo. Contiene una fuente interna de
energia que es transformada en un movimiento oscilatorio. Si es aislado,
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el oscilador continua generando el mismo ritmo hasta que se agote su
fuente de energia.

= La forma del oscilacion estd determinada por los parametros del sistema
y no depende de como el sistema fue “prendido”, esto es, después de
un transiente regresa a la oscilacién estacionaria.

= La oscilacion es estable a pequenas perturbaciones, esto es, siendo per-
turbado, la oscilacién regresa a su forma original.

Caracterizaciéon del ritmo: periodo y frecuencia

Los osciladores auto sostenidos pueden presentar ritmos de varias formas,
desde formas simples sinusoidales, hasta una secuencia de pulsos cortos. Aho-
ra cuantificamos ese ritmo usando el ejemplo del reloj péndulo. La oscilacion
del péndulo es periddica, y el periodo T es la caracteristica principal del reloj.
De hecho, el mecanismo de rotacién de las manecillas cuenta el ntimero de
oscilaciones del péndulo, asi es que su periodo constituye la unidad bésica
de tiempo. Usualmente se caracteriza el ritmo por el niimero de oscilaciones
por unidad de tiempo, definida como la frecuencia ciclica

f=. (6.1)

En el tratamiento tedrico de la sincronizacion, la frecuencia angular w =
2nf = 2m/T es a menudo més conveniente. Llamaremos a la frecuencia
angular del sistema auténomo (aislado), frecuencia natural o caracteristica.

Acoplamiento de objetos oscilantes

Ahora supongamos que tenemos dos relojes, incluso si son del mismo
tipo o hechos por el mismo fabricante, el periodo de estos relojes discrepa
alrededor de un diez por ciento, debido a que algunos parametros mecanicos
finos difieren. Entonces estos dos relojes muestran un diferencia pequena en
el tiempo, de tal forma que si los miramos en un instante de tiempo, estos
péndulos tipicamente muestran diferentes posiciones.

Supongamos que estos péndulos no idénticos no son independientes, si
no que interactian débilmente. Puede haber varias formas de interaccién,
o acoplamiento entre estos dos osciladores. Supongase que estos dos relojes
estdn fijos a un mismo soporte, que no sea una barra absolutamente rigida,
entones esta barra puede doblarse, o puede vibrar muy poco, moviendo de
la derecha a la izquierda, esto no importa mucho, lo que importa es que el
movimiento de cada péndulo es transmitido a través de la estructura que
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los soporta al otro péndulo, y como resultado los dos péndulos se “sienten”:
interactian por medio de las vibraciones del soporte. Esta vibracién puede
ser perceptible sélo con aparatos de medicién de alta precisién. Sin embargo,
a pesar de su debilidad, puede alterar el ritmo de los dos relojes.

Ajuste del ritmo: enganche de frecuencia y de fase

Los experimentos muestran que incluso una interaccién débil puede sin-
cronizar dos relojes. Esto es, dos relojes no idénticos, los cuales, si se separan,
tienen diferentes periodos de oscilacién, cuando son acoplados, ajustan sus
ritmos y empiezan a oscilar con periodo comun. Este fenémeno usualmente
es descrito en términos de la coincidencia de frecuencias como enganche de
frecuencias. Si dos osciladores no idénticos tienen sus propias frecuencias f;
v fa, v son acoplados, pueden comenzar a oscilar con una frecuencia comun.
Si se sincronizan o no depende de los siguientes dos factores

1. Fuerza del acoplamiento

Esto describe que tan débil (o fuerte) es la interaccién. En una situa-
cion experimental no siempre es claro como medir estd cantidad. En
el experimento descrito anteriormente, depende de una manera com-
plicada de la habilidad del soporte para moverse, de hecho, si la barra
es totalmente rigida, entonces el movimiento del péndulo no afecta el
soporte, y entonces no hay forma de que los dos relojes interacttien, la
fuerza de acoplamiento es cero. Si la barra no es rigida, si no que puede
vibrar o doblarse, entonces la interaccion aparece.

2. Diferencia de frecuencias

La diferencia de frecuencias Af = f; — fo, cuantifica que tan diferentes
son los osciladores no acoplados. En contraste con la fuerza del aco-
plamiento, en los experimentos la diferencia de frecuencias puede ser
facilmente medida y variada. En el caso de los relojes, las frecuencias
se pueden ajustar a un valor dado cambiando la longitud del péndulo.
Entonces podemos averiguar como el resultado de la interaccién (es-
to es, si se sincronizan o no) depende de la diferencia de frecuencias.
Supdngase que realizamos el siguiente experimento. Primero separamos
los dos relojes (por ejemplo, poniéndolos en diferentes cuartos) y medi-
mos sus frecuencias f; y fo. Habiendo hecho esto, ponemos a los relojes
en un soporte comun, y medimos sus frecuencias F; y Fj del sistema
acoplado. Podemos llevar acabo estas mediciones para diferentes valo-
res de Af, para encontrar la dependencia de AF con Af. Graficando
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AF

Af

Zona de sincronizacion

Figura 6.1: Diferencia de frecuencias con acoplamiento vs. diferencia de fre-
cuencias naturales, a una fuerza de interaccién fija. Para cierto rango de la
diferencia de frecuencias naturales A f, las diferencia de frecuencias AF = 0,
indicando sincronizacion

esta dependencia obtenemos una curva que se muestra en la figura 6.1,
la cual es tipica para osciladores interactuantes, independiente de su
naturaleza (mecdnica, quimica, eléctrica, etc.). Analizando esta curva,
vemos que si la diferencia de frecuencias en el sistema sin acoplamiento
no es muy grande, la frecuencias de los dos relojes es idéntica (AF = 0)
o enganchadas, esto es, la sincronizacion aparece. Remarcamos el hecho
de que las frecuencias f; 2 y F 2 deben ser medidas para los mismos ob-
jetos, pero para diferentes condiciones experimentales: f; o caracterizan
oscilaciones libres (sin acoplamiento), mientras que las frecuencias Fj o
son obtenidas en presencia del acoplamiento. Generalmente esperamos
que la region de sincronizacion crezca cuando se aumenta la fuerza de
acoplamiento.

Una inspeccion mas detallada de los estados sincronizados revela que la

sincronizacién de dos relojes puede aparecer de diferentes formas. Puede pa-
sar que los dos péndulos oscilen de manera similar, por ejemplo, que los dos
lleguen casi simultaneamente a la esquina izquierda y que crucen casi si-
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Q12

’,“'; Tiempo “"‘,‘_ Tiempo /

Figura 6.2: Posibles estados de sincronizacién de dos reloj péndulos casi
idénticos, pueden estar casi sincronizados en fase ¢; = ¢o =~ 0, o en anti-
fase ¢1 = o = .

multaneamente la linea vertical. Las posiciones de los péndulos evolucionan
en el tiempo como se muestra en la figura 6.2. Alternativamente, podemos
encontrar que los péndulos siempre se mueven en direcciones opuestas: cuan-
do el primer péndulo, digamos, estd en el tope izquierdo de su trayectoria, y
el segundo péndulo esta en el tope derecho de su trayectoria; cuando cruzan
la linea vertical, los péndulos se mueven en sentido opuesto. Para describir
estos dos distintos comportamientos, introducimos el concepto clave de fase
de un oscilador.

Entenderemos como fase a una cantidad que crece 27 con cada ciclo osci-
latorio. La fase determina sin ambigiiedad el estado de un oscilador periédico.
En este caso la fase crece linealmente en el tiempo, ver figura 6.3 . La fase no
parece dar nueva informacién del sistema, pero su utilidad se hace eviden-
te cuando consideramos la diferencia de fase de los dos péndulos. Esto nos
ayuda a diferenciar entre dos diferentes regimenes de sincronizacién.

Si los dos péndulos se mueven en la misma direccion y casi simultaneamen-
te, entonces sus fases ¢1 y ¢ se parecen y su estado es llamado sincronizacion
de fase. Si miramos mas de cerca las fases de los péndulos, podemos detectar
que los movimientos no son exactamente simultaneos. Un reloj que inicial-
mente era mas rapido, estara ligeramente adelantado al segundo péndulo, en
ese caso hablamos de un desplazamiento de fase.

Si los dos péndulos se mueven es direcciones opuestas, el estado de sin-
cronizacion se llama en antifase, esto es la diferencia de fase es 7. Otra vez,
los péndulos no estan exactamente en antifase, si no que existe un desplaza-
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Proceso Fase

Tiempo 2n

T 2T Tiempo

Figura 6.3: La definicién de la fase. La fase de un oscilador periédico crece
uniformemente en el tiempo y gana 27w cada periodo.

miento de fase entre ellos.

La relacion entre las fases de dos osciladores auto sostenidos sincronizados
se llama enganche de fase.

Este experimento pensado demuestra el sello de la sincronizacion, esto es,
dos osciladores que inicialmente tienen diferentes frecuencias y fases propios,
al ser acoplados (débilmente) ajustan sus ritmos y empiezan a oscilar con una
frecuencia comun, cabe destacar que la identidad de frecuencias se mantiene
para un cierto rango de la diferencia de frecuencias naturales.

Como ya hemos mencionado la sincronizacién es debida al acoplamiento
de dos osciladores autosostenidos. Se pueden distinguir dos clases principales
de sincronizacion segtin su acoplamiento: acoplamiento unidireccional y aco-
plamiento bidireccional. En el primer caso el sistema global formado por dos
subsistemas, tiene una configuracién conduccién-respuesta (o amo-esclavo).
Esto implica que un subsistema evoluciona libremente y llevando la evolu-
cion del otro. En el segundo caso los dos subsistemas estan acoplados uno al
otro, este acoplamiento induce una modificacion del ritmo a una sincroniza-
cién comun, esta situacién ocurre en fisiologia, entre el sistema cardiaco y el
respiratorio o entre neuronas interactuantes.

En el contexto de osciladores acoplados, muchos estados sincronizados
han sido estudiados, entre ellos estan la sincronizacion completa o idéntica
(CS), sincronizacién de fase (PS) y de retraso (LS), sincronizacién generali-
zada (GS), sincronizacion intermitente revestida (ILS), sincronizacién de fase
imperfecta (IPS) y sincronizacién aproximada (AS) [28].

La sincronizaciéon més simple es la CS, consiste en una perfecta coinci-
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dencia en las trayectorias de los dos subsistemas, llevada a cabo por una
senal que los acopla, de tal manera que una sigue a la otra en el transcurso
del tiempo. Este mecanismo es encontrado cuando dos sistemas idénticos son
acoplados unidireccionalmente.

LA GS va mas alla utilizando sistemas completamente diferentes y aso-
ciando la salida de un sistema a una funcién dada del otro sistema.

Osciladores diferentes acoplados o sistemas rotatorios pueden alcanzar
un régimen intermedio, cuando se produce una sincronizacién de fase (PS),
mientras que la correlacion de las amplitudes permanece baja.

La LS es intermedia entre PS y GS. Implica limites asintoticos de la
diferencia de la salida de un sistema al tiempo ¢ y la salida del otro sistema a
un tiempo diferente de retraso 7;44. Esto implica que las dos salidas enganchan
sus fases y amplitudes en un tiempo de retraso.

La ILS implica que los subsistemas en la mayor parte del tiempo estan en
LS, pero estallidos intermitentes en el comportamiento local pueden ocurrir,
rompiendo la LS.

Analogamente la IPS ocurre cuando se rompe la PS. Finalmente la AS
resulta cuando hay un limite asintético en la diferencia entre un subconjunto
de variables de un sistema y su correspondiente subconjunto de variables del
otro sistema.

En este trabajo s6lo abordaremos la sincronizacion de fase. Es importante
notar que la sincronizacién de fase implica una sincronizacion de frecuencia,
pero, una sincronizacion de frecuencia no implica una sincronizacién de fase.

6.1. Sincronizaciéon de un oscilador por una
fuerza externa

Consideremos el caso de un oscilador autosostenible, el cual esta sujeto a
una fuerza externa periddica. Este esquema representa el caso de dos oscila-
dores autosostenibles, donde el acoplamiento es unidireccional. Un ejemplo
de este tipo de sistema son los relojes biolégicos, el ritmo de los organismos
estd controlado por el ritmo de la rotacién de la tierra alrededor de su eje y
del sol. Definitivamente esta accion es unidireccional.
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6.1.1. Dinamica de la fase

Describiremos el efecto de una fuerza externa débil en un oscilador pe-
riddico autosostenido. La idea principal es que la fuerza débil sélo influye en
la fase, no en la amplitud, entonces podemos describir la dindmica sélo con
una ecuacién para la fase.

Considere un sistema ordinario de ecuaciones diferenciales M-dimensional
(M > 2), disipativo y auténomo

Ccll—);:f(x), X = (x1,...,Tpm), (6.2)
y supongamos que el sistema tiene una solucién estable periddica (con perio-
do Tp) xo(t) = zo(t+Tp). En el espacio fase (el espacio de todas las variables
x), esta solucién es una trayectoria cerrada atractiva, llamada ciclo limite.
Un punto moviéndose a lo largo del ciclo limite representa oscilaciones auto-
sostenidas. El ejemplo clasico de un oscilador autosostenido es el de Van der
Pol
& —2ui(1 — Ba?) + wiz = 0. (6.3)
Introducimos la fase ¢ como una coordenada a lo largo del ciclo limite, tal
que cree monoténicamente en la direcciéon del movimiento y gana 27 durante
cada rotacion. Mas aun, pedimos que la fase crezca uniformemente en el
tiempo tal que obedezca la ecuacion

E = Wo, (64)
donde wy = 27 es la frecuencia de la oscilacién autosostenida. Cuando el
periodo de las oscilaciones sea influenciado (por un acoplamiento), necesita-
remos referirnos a la frecuencia del oscilador aislado; por lo que llamaremos
a wy la frecuencia natural o caracteristica.

De la ecuacién (6.4) podemos ver una propiedad muy importante de la
fase: es una variable neutral estable. Una perturbacién en la fase permanece
constante, esto es, no decrece ni aumenta en el tiempo. En términos de la
estabilidad de la trayectoria significa que un ciclo limite tiene un exponente
de Lyapunov que es cero, que corresponde a las perturbaciones alrededor del
ciclo (los otros exponentes corresponden a las perturbaciones transversales y
son negativos). Esto refleja la propiedad del sistema dindmico auténomo es
invariante ante desplazamientos temporales: x(t) = x(t+ At) es una solucién
también. En el ciclo limite, el desplazamiento temporal At es equivalente al
desplazamiento de fase Ag.
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6.1.2. Pequenas perturbaciones e is6cronas

Consideremos ahora el efecto de una fuerza externa débil periddica sobre
el oscilador autosostenido. Describimos el sistema por las ecuaciones

dx
T f(X) + éfp(X, t)? (65)
dt

donde la fuerza ep(x,t) = ep(x,t+ T') tiene periodo T', el cual es en general
diferente de Ty. La fuerza es proporcional a un parametro pequeno €.

La fuerza externa lleva a la trayectoria fuera del ciclo limite, pero debi-
do a que es pequena y el ciclo es estable, la trayectoria solo se desvia poco
de la original xq, esto es, cae en la vecindad del ciclo limite. Entonces, las
perturbaciones transversales al ciclo limite son pequenas. Este esquema cua-
litativo sugiere una descripcién de la dindmica perturbada solamente con la
fase. Para esto debemos introducir la fase de un sistema auténomo no soélo
sobre el ciclo limite, si no también en la vecindad.

La idea clave es definir la fase de tal forma que rote uniformemente de
acuerdo con la ecuacién (6.4) no sélo en el ciclo, si no también en su vecindad.
Para lograr esto definimos las llamadas #sécronas. Observemos al sistema
(6.2) estroboscépicamente con el intervalo de tiempo exactamente igual al
periodo del ciclo limite Tj. De esta manera obtenemos de (6.2) un mapeo

x(t) — x(t + Tp) = P(x).

Este mapeo tiene a todos los puntos del ciclo limite como puntos fijos, y todos
los puntos de la vecindad son atraidos a él. Escojamos un punto x* en el ciclo
y consideremos todos los puntos de la vecindad que son atraidos a x* bajo
la accién de ®(x). Estos forman una hipersuperficie I de dimensién (M — 1),
llamada isdcrona, que cruza el ciclo limite en x*. Una hipersuperficie puede
ser dibujada para cada punto en el ciclo limite. A partir de esto, podemos
parametrizar todas las hipersuperficies con la fase ¢. Ahora extendemos la
definicion de fase para puntos de la vecindad del ciclo limite, demandando
que la fase sea constante para cada isécrona I(¢). De esta forma definimos
la fase en la vecindad del ciclo limite, o al menos donde la isécrona existe.
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6.1.3. La ecuacion para la dinamica de la fase

Habiendo definido la fase en la vecindad del ciclo limite, podemos escribir
la ecuacién para la fase en la vecindad como

dg(x)
dt

Como la fase es una funcién suave de las coordenadas, podemos escribir su
derivada temporal como(regla de la cadena)

do(x) _ ¢~ 99 dry
dt 47 Oxy dt

= Wy- (66)

(6.7)

La cual da junto con la ecuacién (6.2), la relacién

Z 8:):k - o

Consideremos ahora el sistema perturbado (6.5). Usando la definicién de
fase para el sistema sin perturbar y substituyendo (6.5) en (6.7) obtenemos

dqil(:{) zzk:;—i(f( x) + epr(x, 1)) —wo+€z 3(k>pk( 1))-

El segundo término de lado derecho es pequeno (proporcional a ¢), y las
desviaciones de x del ciclo limite x¢ son pequenas también. Entonces, en
primera aproximacion podemos despreciar estas desviaciones y calcular el
lado derecho en el ciclo limite:

dgz;(t) ote Z 8 Pk (Xo,1)). (6.8)

Debido a que los puntos en el ciclo limite tiene correspondencia uno a uno
con la fase ¢, obtenemos una ecuacion cerrada para la fase

do(x)

7 wo +eQ(o, 1), (6.9)

donde

Q0.0 = - 225D 0), 1),

k
@ es una funcién de periodo 27 en ¢ y de periodo T en t.
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6.1.4. Dinamica lenta de la fase

En la aproximacién de orden cero”, cuando despreciamos el efecto de la
fuerza externa (¢ = 0), la ecuacién (6.9) tiene la solucién

Qb = wot + ¢0. (610)

Sustituyendo esta solucién en la funcion . Como @) es una funciéon de periodo
2m en ¢ y T periddica en t, podemos representarla como una doble serie de
Fourier
Qo t) =D aype™oriet, (6.11)
Lk

donde w = 27/T es la frecuencia de la fuerza externa. Substituyendo (6.10)
en (6.11)

Qo, 1) = > aypehooelibwotil)t, (6.12)

Lk

Observamos que la funcién ) contiene términos oscilantes rapidos (com-
parados con la escala de tiempo 1/¢), como también términos que varfan
lentamente. Estos términos satisfacen la condicion de resonancia

kwy + lw = 0. (6.13)

Sustituyendo en (6.9), los términos resonantes en la suma (6.12) son los mas
importantes para la dinamica. Entonces, para mantener sélo la dindmica
esencial, promediamos la fuerza (6.12) dejando solamente los términos reso-
nantes. Los términos resonantes dependen del la relacién entre la frecuencia
externa w y la frecuencia natural wy. El caso més simple es cuando son casi

iguales w ~ wy. Entonces, sélo los términos con k = —[ son resonantes. La
suma de estos términos da una nueva fuerza promedio
iko+ilwt ik(p—wt) __
Z ap k€ ¢ = Z A_g k€ (¢ ) = q(¢ - wt). (614)
k=—1 k

La fuerza promedio ¢ es una funcién de periodo 27 y contiene todos los
términos resonantes. Substituyendo en (6.9) obtenemos

% = wp + £q(¢ — wi). (6.15)

Ahora definimos una nueva variable, la diferencia de fase entre la fase del
oscilador y la fase de la fuerza externa

Y =¢—wt (6.16)
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También introducimos la diferencia de fase como

vV =w — wp, (6.17)
para obtener finalmente
% E— (6.18)
La condicién de resonancia puede tomar una forma mas general
w R %wo, (6.19)

donde n, m son enteros sin un comun divisor. Esta condicién de resonancia
lleva a una ecuacién de la forma (6.18), con ¢» = m¢ — mwt y v = nw — mwy.
La funcién de periodo 27 mas simple es la funcién seno, entonces la forma
mas simple de la ecuacién de la fase promedio es

i
dt

Usualmente llamada ecuacion de Adler.

= —v +esin(vy). (6.20)

6.1.5. Enganche de fase y region de sincronizacion

Consideremos las soluciones de la ecuacion (6.18), la cual es una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden no lineal. Hay dos formas de introducir
el espacio fase: la fase 1) puede variar ya sea de —oo a 0o (esquema extendido),
o usando la periodicidad de la funcién ¢, podemos tomar el circulo 0 < ¢ < 27w
como el espacio fase (esquema reducido). La ecuacién (6.18) depende de dos
parametros, de acuerdo a la ecuacién inicial (6.5), € puede ser interpretado
como la amplitud de la fuerza externa. El pardmetro v de acuerdo con (6.17),
es la diferencia de fase entre la fase natural y la fase de la fuerza externa.

De acuerdo a la ecuacién (6.18), existen dos casos en la dindmica de la
fase 1, como se muestra en la figura 6.4. La funcién ¢(¢)) es una funcién de v
con periodo 27 y por tanto tiene en el intervalo [0, 27) un Maximo ¢pe, y un
minimo @,,;,; tipicamente estos dos extremos no son degenerados. Entonces,
si la diferencia de frecuencias v esta en el intervalo

ElQmin <rv< EQmazx, (621)

entonces hay al menos un par de puntos fijos de la ecuacién (6.18), esto es,
un par de soluciones estacionarias para 1. Uno de estos puntos es estable y
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Figura 6.4: El lado derecho de la ecuacién (6.18), (a)adentro, (b) en el borde
y (c) afuera de la regién de sincronizacion. Los puntos estable e inestables se
muestran con circulos llenos y vacios. En (b) se muestra la transicién de la
sincronizacién, aqui, los puntos estables e inestables colisionan para formar
un punto semiestable(caja).

el otro inestable; generalmente puede haber varios pares de puntos estable-
inestable si la funcién ¢ tiene més de dos valores extremos. Entonces si (6.21)
se satisface, el sistema evolucionara a uno de los puntos estables y permane-
cerd ahi, de tal forma que la fase 1 es constante. Para la fase ¢ esto significa
una rotacion constante con la frecuencia de la fuerza constante:

¢ = wt + s, (6.22)

y este es el régimen de sincronizacion o lengua de Arnold. Este régimen existe
adentro del dominio (6.21), en el plano de pardmetros (v, ). Usualmente se
dice que la fase del oscilador esta enganchada por la fase de la fuerza externa
wt, v este régimen es llamado enganche de fase, lo cual significa que la fase
del oscilador coincide con la fase de la fuerza externa.

Otra situacion se observa si la diferencia de frecuencias v cae fuera del
rango (6.21). Entonces la derivada de la fase ¢ es permanente positiva (o
negativa) y la frecuencia de oscilacién difiere de la frecuencia de la fuerza
externa w. La solucién de (6.18) puede ser escrita formalmente en cuadraturas

Ccomo
Y dv)

la cual define la fase lenta 1) en funcién del tiempo ¥ = (t). Esta funcién
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tiene periodo T}, definido por la ecuacion

e
o eq¥) —v|

La fase ¢ rota de forma no uniforme,

& = wt + (1) (6.25)

Una caracteristica importante de la dindmica fuera de la region de sincro-
nizacion es la velocidad promedio de la rotacion de | fase, llamada frecuencia
observada . Cuando la fase ¢ gana £2m durante el tiempo Ty, la frecuencia
promedio de las rotaciones de la fase lenta ¢ es

Q¢:2W<A%gag%:;>_{ (6.26)

La frecuencia observada €2 de la fase original ¢ es

T, = (6.24)

($) = Q=w+Qy (6.27)

Podemos ver que la frecuencia §2,, depende monoténicamente de la diferencias
de frecuencias v. Mas aun, en la vecindad de la regién de transicién podemos
estimar su dependencia analiticamente. Cuando el parametro v cambia hasta
la regién de sincronizacion en v = €@, donde los puntos fijos estable e
inestable se colapsan y desaparecen en a través de una bifurcacién silla-
nodo. Consideremos la transicion en vy, = €Qmaz- S V — Vmae €S pequena, la
expresion |eq(1) —v| es muy pequena en la vecindad del punto 1,,,4., entonces
esta vecindad domina la integral (6.26).Desarrollando la funcién ¢(¢) en serie
de Taylor en ,,,, y poniendo los limites de integracién a infinito nos lleva a
un comportamiento de una raiz cuadrada

-1

‘Q¢| ~ 2

/. -
- %Eq/,(wmax)¢2 - (V - Vma:c)
= \/5|q,/(¢max)| (V= Vinaz) ~ VV — Vinaz- (6.28)

Mostramos una dependencia tipica de €2, contra la diferencia de frecuen-
cias v en la figura 6.5.

Cabe mencionar que la dinamica en la vecindad del punto de transicién
de la fase ¥ es altamente no uniforme en el tiempo (ver figura 6.6). De hecho,
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Figura 6.5: (a) Regién de sincronizacion en el espacio de parametros v, e. (b)
Dependencia de la frecuencia observada contra la diferencia de frecuencias v,
para un valor fijo de e.

cerca de la bifurcacién la trayectoria gasta un tiempo grande (proporcional
a (v —v1/2)) en la vecindad de 4z, €l lado derecho de (6.18) es casi cero.
Estos tiempos de fase casi constante ¢ & 1,,., se entremezclan regularmente
en intervalos donde la fase 1 se incrementa (o decrece) por 27; estos eventos
son llamados resbalones de fase. La rotacién de la fase entonces puede repre-
sentarse como una secuencia periddica (de periodo T;) de resbalones de fase.
Entre estos resbalones de fase, el oscilador esta casi enganchado a la fase de
la fuerza externa. Durante el resbalén la fase realiza una rotacién mas (o una
menos) con respecto a la de la fuerza externa.

Rotores forzados como osciladores autosostenidos

En este capitulo hemos considerado oscilaciones autosostenidas, y el efecto
de una fuerza externa sobre estas. Los osciladores autosostenidos tienen una
frecuencia caracteristica fija y estdn oscilando desde antes de interactuar con
cualquier fuerza externa.

Los rotores son osciladores que si los forzamos con una fuerza externa
constante, empiezan a oscilar a una frecuencia fija (dependiente de la fuerza
constante). A primera vista, los rotores forzados no pertenecen a los oscilado-
res autosostenidos, debido a que necesitan una fuerza constante para oscilar.
Sin embargo, estos tienen la misma las mismas propiedades de un oscilador
autosostenido: en el espacio fase hay un ciclo limite y uno de los exponentes
de Lyapunov es cero [12]. Entonces las rotaciones forzadas son similares a las
oscilaciones autosostenidas: pueden ser sincronizadas por una fuerza externa
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Figura 6.6: LA dindmica de la fase descrita por (6.18), para ¢(v) = sin(v),
e = 1 y diferentes valores de la diferencia de frecuencias v: de abajo hacia
arriba v =1.001, 0.0, -1.01, 1.1.

periddica [65].

6.2. Sincronizacién de frecuencia y fase en
sistemas estocasticos

Esta seccion estd basada en el articulo [66]. El estudio de la sincronizacién
en sistemas estocdsticos necesita una revision de los conceptos fundamenta-
les. Es obvio que cuando estamos hablando de un sistema estocastico, este se
refiere a la existencia de un ruido, por ejemplo ruido blanco. Cuando conside-
ramos el fenémeno de enganche de fases, el ruido va a prohibir la existencia
estricta de un limite para las diferencia de fase de dos sistemas. Sin embar-
go, la reformulacién del fenémeno de sincronizacion en presencia de ruido es
posible calculando el promedio de la duracién de los episodios de enganche
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(Teng)- En el caso de que (T,,4) > T), donde Tj es un tiempo caracteristico
de la dinamica, por ejemplo, el periodo de una fuerza externa o el inverso
de una frecuencia intrinseca natural del sistema, en este caso es justificado
hablar de sincronizacién efectiva.

Dado un conjunto de datos o alguna dindmica, existe una variedad de
métodos para definir la fase instantdnea ¢(t) de una senal o una dindmica.

6.2.1. Fase lineal interpolada ¢”

Podemos utilizar cualquier punto de cruce como referencia para decir que
un ciclo es completado. Sin embargo toda la dindmica debe ser conocida
en detalle. En muchos casos no tenemos acceso a todos los datos sobre la
dinamica, si no a una serie de datos que muestran una repeticiéon de un even-
to caracteristico, como por ejemplo, los picos pronunciados de la actividad
neural, los picos de un electrocardiograma, o los maximos pronunciados en la
dinamica de poblaciones. Estos eventos pueden servir como marca cuando un
ciclo k (o medio ciclo) es completado, y comienza otro ciclo k + 1. Entonces
es posible definir una fase instantdnea ¢ (t) por interpolacién lineal, esto es

t— 1

oF(t) = o2 + k2w, <t <ty (6.29)
U1 — Tk

donde los tiempos t; estan fijados por los eventos marca. Cabe notar que en

general se supone que tenemos una gran coleccién de datos (k — o0).

También cabe notar (a partir de la definicién) que, cuando ocurre un
evento la fase aumenta por 27 (o 7/2 si es la mitad del ciclo) con respecto a
la fase del evento anterior. Otra propiedad importante es que cuando la serie
de tiempo representa un oscilador con una frecuencia fija (oscilador arménico)
la definicién de fase lineal coincide con la fase del oscilador arménico ¢ (t) =
o(t) = w,t, donde w, = 27/T, con T siendo el tiempo entre dos eventos
(periodo).

Estamos interesados en calcular la frecuencia de nuestro sistema, definida
como la derivada temporal de la fase lineal ¢”(¢). Como la fase es lineal a
trozos, su derivada es discontinua, y es constante en cada intervalo [tg, txi1).
Podemos representar una funciéon constante en un intervalo con ayuda de la

funcién escalén O(z)

1 >0,
@@):{o T <0
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Figura 6.7: En la primera figura se muestra un ejemplo de una serie de tiem-
pos tomados en un evento que sirve como marca para completar un ciclo. En
la siguiente figura se muestra como crece la fase 27 veces por cada evento

con esto una funcién que tiene un valor constante de fy, en el intervalo
[a,b] se puede escribir como f(z) =O(x — 1) — O(z — b).

Por lo tanto, la frecuencia al tiempo t se puede escribir como una suma
de funciones constantes en el intervalo [ty,tx_1), esto es

Nlooon
w(t) =Y ———[0(t — t) — Ot — trs1)], (6.30)
=0 Ukt1 — Ui
donde N es el niumero de eventos ocurridos al tiempo ¢y. Obviamente el valor
de w depende del tiempo, por lo que podemos definir su promedio temporal

CcOo1mo

() = Jim % / (bt (6.31)

T—o0

Hay dos formas de realizar esta integral, la mas facil es notar que la
frecuencia esta definida como la derivada temporal de la fase w(t) = ¢(t),
entonces

T T do* L L
/ witydt = [ 22t = ¢H(T) — ¢L(0).
0 o dt

Debido a la definicién de ¢Z(t), tenemos un conjunto de tiempos {#;}, por lo
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Figura 6.8: La frecuencia (6.30) definida como la derivada de la fase.

que en el limite en (6.31), se puede remplazar por un limite en k.

(w) = lim oH(T) — ¢"(0) = lim ¢" (tx) — ¢"(0)

T—oo T k—o0 tk

: (6.32)

podemos tomar sin perdida de generalidad que ¢(0) = 0, por la definicién de
la fase (6.29), tenemos que ¢(t;) = k27, por lo tanto el promedio lo podemos
escribir como

(w)y = lim QWE. (6.33)

k—oo k

En la practica el limite hacia infinito no se puede alcanzar, por lo que
quitaremos la parte del limite, sobrentendiendo que cuando nos refiramos a
promedios temporales, t; es un tiempo muy grande comparando con tiempos
caracteristicos de la dindmica del sistema.

k

(w) = 2%5. (6.34)

Otra forma de obtener (6.33), es integrando directamente (6.30)

w d = IS 72 @ — — @ — d
t)dt E t—1t t—1t t
/0 ( ) = tk+1 tk/(] [ ( k) ( k+1)] )
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N-1 o
= (U1 — i),
kzzotk—l—l_tk( i )

= 27N,

donde N es el numero de elementos en {t;} para el tiempo T" (ty < T'). Por
lo que sustituyendo en (6.31) y sustituyendo el limite sobre 7" por un limite
sobre k, llegamos a (6.33)

Otra propiedad de la definicién de ¢*(t) es que la frecuencia asociada al
promedio aritmético del tiempo entre eventos es igual al promedio temporal
de la frecuencia w(t) = ¢(t). En efecto, el tiempo entre el evento k y k + 1
es Tx = tpr1 — tx vy el promedio aritmético de 75 es sumar sobre todos los

eventos y dividir entre el niimero de eventos totales, esto es

1 N-1 1 N-1

(1) =< > = > (k1 —t),
N5 NS
pero la suma de todos los tiempos 7, es igual al tiempo total £, por lo que
tn
(1) = N
La frecuencia asociada al tiempo promedio entre eventos es
2 k
) Pl (6.35)
(1) tr

la cual corresponde con (6.34) para k muy grandes. Entonces la fase ¢ (t)
nos sirve para definir la frecuencia promedio asociada al tiempo promedio
entre eventos . Mas adelante podremos relacionar este tiempo con el tiempo
promedio de primer paso cuando estemos tratando sistemas estocasticos visto
anteriormente.

6.3. Fase discreta ¢” y fase de Hilbert ¢!

Existen otras opciones para definir una fase de un proceso irregular, por
ejemplo la fase discreta ¢”. Su definicién es similar a la de la fase lineal ¢*,
la diferencia radica en que al lugar de crecer linealmente en el tiempo en el
intervalo (t;_1,tx), se mantiene constante y crece 27 cada vez que ocurre un
evento, esto es, crece discontinuamente en el tiempo

oP (1) = 27k(t), (6.36)
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donde k(t) es el nimero de eventos ocurridos al tiempo ¢. Esta descripcion es
muy usual cuando se quieren hace calculos tedricos en procesos dicotomos,
ya que se ajusta a la teorfa de renovaciones [67].

Otra opcién es la fase de Hilbert ¢!, utilizada en procesamiento de sefiales
llamada también senal analitica. Este concepto basado en la transformada de
Hilbert da sin ambigiiedad la fase instantanea y la amplitud para una senal
arbitraria s(t) via la construcciéon de la senal analitica ((t), la cual es una
funciéon compleja del tiempo definida como

C(t) = s(t) +is™ (t) = A(t) exp®” ® . (6.37)

Aquf la funcién s (t) es la transformada de Hilbert de s(t)
(1) = n'P.V. / h ;(_—T)Tdf, (6.38)

donde P.V. significa que la integral es tomada en el sentido del valor principal
de Cauchy. Enfatizamos que la transformada de Hilbert es libre de parametros
y que el calculo de la fase instantanea requiere el conocimiento de todo el
proceso en el tiempo.

El hecho de que la fase

¢ (t) = arctan [SH(t)] , (6.39)

sea obtenida como el resultado de la convolucién de las funciones s(t) y 1/7t,
al lugar de la diferenciacién, hace que esta sea menos sensitiva a pequenas
fluctuaciones de corta duracién, actuando como un filtro sobre la dindmica.

En el articulo [66], se muestra que para un proceso dicétomo, la fase lineal,
discreta y de Hilbert coinciden bajo cierto rango en describir el proceso.

Por la facilidad de calculo e interpretacion, asi como sus propiedades en
relacionar una frecuencia a el tiempo promedio entre eventos, utilizaremos
en este trabajo la fase lineal ¢%(t) para describir los procesos relacionados
con sincronizacion, por lo que en lo posterior quitaremos el subindice L a la
fase para representarla sélo como ¢(t).



Capitulo 7

Sincronizacion del ratchet
Sobreamortiguado

En el capitulo 5 hablamos del efecto ratchet y de la necesidad de llevar al
sistema fuera del equilibrio con una fuerza externa estocéstica o determinista
para obtener este efecto. Sin embargo ha habido interés en investigar las
propiedades de transporte en ratchets deterministas [18, 19, 20, 21, 22, 24, 25,
68], es decir ratchet en ausencia de ruido. Cabe mencionar que la dindmica de
potenciales inclinados ha sido estudiada en distintos contextos fisicos, como:
potenciales 6pticos [69], conductores superidnicos [13], sistemas excitables
[70], difusién en superficies [71, 72, 73, 74, 75, 76], ondas de densidad cargadas
[77] y uniones Josephson [13, 11, 12]. Cuando el potencial ratchet inclinado
es forzado periddicamente, exhibe una gran variedad de fenémenos fisicos,
incluyendo enganche de fase, histéresis [78] y caos [79].

Primero nos enfocaremos a la dindmica determinista sobreamortiguada
del potencial ratchet inclinado y veremos la sincronizacién de este sistema
cuando es forzado por una fuerza periédica externa. Para ello, vamos a definir
una fase asociada a la dinamica del ratchet basados en las ideas de la seccion
6.2 (ver [80]).

7.1. Definicion de la fase
Definamos los tiempos {tx} como el conjunto de tiempos cuando la
particula llega a la posiciones discretas x; = +k, las cuales corresponden

a los minimos del potencial sin inclinacién (ver fig. 7.1), donde k toma valo-

63
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U(x)

Figura 7.1: Potencial ratchet inclinado mostrando la dindamica que define los
eventos a los tiempos {#;}. El potencial ratchet sin inclinaciéon se muestra en
el cuadro superior de la figura.

res enteros no negativos (k=0,1,2,...).
Ademas de los tiempos discretos, definamos las variables discretas N[ y
NE:

» N[ - niimero de pozos avanzados hacia la derecha al tiempo .

= NF - ntimero de pozos retrocedidos hacia la izquierda al tiempo .
Se considera que la particula avanzo o retrocedié un pozo si estando en el pozo
x = k al tiempo ty, llega al pozo x = k+1 (avanzar) o al © = k—1 (retroceder)

al tiempo ;1 1. El evento de avanzar o retroceder un pozo sera nuestro evento
marca.
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Es conveniente definir otras dos variables que estan relacionadas con las
cantidades promedio de interés: la frecuencia y la velocidad promedio. Estas
variables son

NS = NI+N[ =k,
(7.1)
N, = NF-NE

NI = k nos dice cuantos saltos o eventos han ocurrido al tiempo t; y Ny nos
dice el numero del pozo en el que se encuentra la particula al tiempo t,. Cabe
mencionar que esta representacion discreta de la dinamica filtra informacion,
de tal forma que se obtiene la dindmica entre pozos (dindmica lenta) y se
elimina la dindmica intrapozos (dindmica rapida).

Podemos expresar la fase lineal interpolada como

O(t) =2r—— 4 omk, <t <tps. (7.2)
tey1 — tk

La frecuencia es la derivada temporal de la fase ¢(t), dada por la ecuacién
(6.30), y su promedio temporal estd dado por la ecuacién (6.34)

(W) = QWE, (7.3)
Uk
donde k es un nimero muy grande, de tal forma que t; sea muy grande con
respecto a un tiempo caracteristico de la dinamica, usualmente el periodo de
la fuerza externa periddica 1.
También estamos interesados en calcular el promedio temporal de la ve-
locidad

T _ o x(T)
(v) —Th_r)rgo ; v(t)dt—TlgI;O i (7.4)
o términos del proceso discreto Ny
N,
(v) = - (7.5)
k

Cabe recalcar que la posicién y el tiempo son cantidades adimensionales (con
dimensiones x(ty) = LNy) y tp > Tp.

Hasta ahora no hemos metido los detalles de la dindmica (si es sobre-
amortiguada, inercial o estocastica). Por lo que la definicién de fase es muy
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general y sirve para cualquier sistema donde se puedan definir el conjunto
{tx}. Por lo tanto, esta definicién de fase se va a utilizar en los siguientes
capitulos cuando abordemos el caso sobreamortiguado, inercial, estocastico
e incluso cuando tengamos dos o més particulas (definiendo un conjunto de
tiempos para cada particula).

7.2. Ratchet sobreamortiguado

Para empezar consideremos la dindmica sobreamortiguada (5.15) para el
caso determinista (D = 0), esto es, una particula en una dimensién gobernada
por la ecuacién de movimiento adimensional (con L y v~ como la distancia
y el tiempo caracteristico)

. d
T+ d—V(:c) = ' + Fp cos(wpt), (7.6)
x
donde V(x) es el potencial periédico y asimétrico ratchet, F' es una fuerza
constante, Fp v wp son la amplitud y la frecuencia de la fuerza externa
periédica respectivamente. El potencial periddico y asimétrico ratchet V()
esta dado por

V(x) = —Vp [sin(2r(z — o)) + isin(élw(a: _w))=cl, @

donde zy ~-0.19 y C = —sin(27(z0)) — 1 sin(4m(zo)) ~ 1.1, son dos constan-
tes tal que el minimo del potencial esta en el origen.

Podemos rescribir la ecuacién de movimiento (7.6) como

.0
T+ %U(:c,t) =0, (7.8)

donde U(z,t) es el potencial efectivo
U(x,t) =V (z)+ z(F + Fp cos(wpt)). (7.9)

Para Fp = 0 el potencial se llama “ratchet inclinado” o “potencial de lava-
dero”, para F' = 0 el potencial se llama “ratchet mecido” (del ingles rocking
ratchet), cuando los dos términos son diferentes de cero decimos que es un
“ratchet mecido e inclinado”.
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7.2.1. Resultados numéricos

Los resultados de esta seccién fueron obtenidos resolviendo numéricamen-
te la ecuacion de movimiento (7.6). Usamos el algoritmo de Runge-Kutta de
cuarto orden y con la condiciéon inicial de que al tiempo ¢ = 0 la particula
estd en x = 0. Una vez obtenida la trayectoria completa, identificamos el
conjunto de tiempos {t;} cuando la particula cruza la posicién x = Nj. Con
estos eventos marca calculamos directamente la frecuencia promedio usando
(7.3), y después de calcular Ny, obtenemos la corriente usando (7.5). En todo
este trabajo fijamos la amplitud del potencial ratchet a Vo = 1/27.

Ratchet inclinado como un rotor

Consideremos la dindmica del ratchet inclinado (Fp = 0)

d
t+ —V(x) = F 7.10
i+ V(o) = F, (7.10)

donde V(x) es el potencial ratchet (7.7) y F' es una fuerza constante.

La ecuacién de movimiento se puede escribir como & + dU(z)/dx = 0,
donde U(x) = V(x) — Fx es el potencial efectivo, que se muestra en la figura
7.1 como el potencial ratchet inclinado.

En la figura 7.2, se muestran la frecuencia y velocidad promedio, cal-
culadas a partir de (7.3) y (7.5) respectivamente para el ratchet inclinado
(7.10). Podemos ver que existen 2 umbrales para los cuales la velocidad y la
frecuencia promedio es diferente de cero, esto es, dos inclinaciones criticas
FF = —-3/2 y FR = 3/4. Para valores mayores que la inclinacién critica la
velocidad y la frecuencia son diferentes de cero. La velocidad crece monoténi-
camente con F'y en la misma direccién mientras que la frecuencia siempre es
positiva. Las graficas no estan centradas en el origen debido a la asimetria del
ratchet. Para una F fija mayor que FF, digamos F = 1, la particula recorre
cada periodo del ratchet en un tiempo constante 7, al cual le corresponde
una frecuencia “caracteristica” wy = 27 /79 ~3.4131. En este sentido el rotor
forzado con una fuerza constante F' se comporta como un oscilador auto-
sostenido, en el sentido de que comparten las mismas propiedades: tienen un
periodo bien definido, y en su espacio fase existe un ciclo limite. Entones, el
rotor al igual que un oscilador auto-sostenido puede ser sincronizado con una
fuerza externa periodica.
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Figura 7.2: Frecuencia y velocidad promedio en funcién de la fuerza constante
F', para el rotor (7.10)

Sincronizacion con una fuerza externa periédica

Como ya hemos visto en el capitulo 6, podemos hablar de sincronizacién
si tenemos a dos osciladores autosostenidos (cada uno con una frecuencia
caracteristica bien definida) interactuando. En nuestro caso un oscilador es
la fuerza externa periédica Fp(t) y el otro oscilador es el ratchet inclinado.
Por lo tanto, la dinamica del sistema estd gobernada por

T+ %V(m) = F' + Fp cos(wpt), (7.11)
donde Fp y wp son la amplitud y la frecuencia de la fuerza externa respec-
tivamente.

En la figura (7.3) se muestra la velocidad promedio escalada con la fre-
cuencia de forzamiento, 27 (v)/wp como funcién de F', la linea punteada
indica el caso sin forzamiento Fp = 0, previamente mostrado (figura 7.2), en
comparacion con el caso con forzamiento Fp = 0,5. Cuando esté presente el
forzamiento periédico la corriente normalizada muestra claramente escalones
con valores dados por p/q, donde p y ¢ son ntimeros enteros. En muchos
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Figura 7.3: velocidad promedio en funcién de la fuerza constante F', la linea
punteada muestra el caso cuando la fuerza periddica estd ausente (Fp = 0) y
la linea constante muestra el caso cuando la fuerza periddica esta actuando
sobre la particula con amplitud Fp =0.5, en ambos casos la frecuencia de
forzamiento es wp =0.7

casos ¢ = 1 y la corriente promedio normalizada es un entero. En el contexto
de uniones Josephson, estos son los escalones de Shapiro [79]. También cabe
notar que los umbrales de la inclinacién F' para una corriente diferente de
cero se recorrieron con respecto al ratchet inclinado. Ahora se necesita una
inclinacién menor para que existan saltos.

En la figura 7.4 mostramos la frecuencia promedio escalonada con la fre-
cuencia de forzamiento wp, al igual que la figura anterior podemos ver el
enganche de las frecuencias cuando la fuerza externa periddica es diferente
de cero Fp=0.5, y la linea punteada nos muestra el caso sin forzamiento
externo peridédico Fp = 0. Al igual que la corriente, la frecuencia promedio
se escala con la frecuencia de forzamiento wp, esto es, < w > /wp = p/q,
donde p y ¢ son enteros. Aun que en esta figura queda patente un enganche
de frecuencias, no queda claro cudl es el papel de la frecuencia caracteristica
wp, ya que el parametro que estamos variando es precisamente la inclinacion
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<CO>/COD

Figura 7.4: Frecuencia promedio en funcién de la fuerza constante F', la linea
punteada muestra el caso cuando la fuerza periddica estd ausente (Fp = 0) y
la linea constante muestra el caso cuando la fuerza periddica esta actuando
sobre la particula con amplitud Fp =0.5, en ambos casos la frecuencia de
forzamiento es wp =0.7.

F' que define la wy, e incluso existe un rango de la inclinacion F', donde hay
enganches de frecuencia para Fp # 0 y para ese mismo valor de la inclina-
ciéon F', no esta definida la frecuencia caracteristica wy del ratchet inclinado,
la cual, es una condicién necesaria para la existencia de sincronizacién. Para
evitar esto, en los siguientes cdlculos mantendremos fija la inclinaciéon F' = 1,
la cual le corresponde una frecuencia caracteristica wg ~3.41. De esta mane-
ra tenemos los ingrediente bésicos para poder hablar de sincronizacion del
ratchet inclinado con la fuerza periédica.

En la figura 7.5 mostramos la velocidad promedio escalada 27 (v)/wp
en funcién de la amplitud de la fuerza externa periédica Fpp. En (a) la linea
punteada nos muestra el caso sin inclinacién F' = 0, y coincide con los calculos
hechos en [18, 19, 20], mostrando una estructura de escalones de una unidad
de alto. La linea punteada muestra el ratchet inclinado con F' = 1, el cual
también tiene escalones de una unidad de alto. En (b), (¢) y (d) mostramos
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Figura 7.5: Velocidad promedio escalada 27(v) /wp en funcién de la amplitud
del forzamiento periddico Fp. (a) La linea punteada indica el caso cuando
la inclinacién esta ausente F' = 0 y la linea continua es el caso con una in-
clinacién F' = 1. (b),(c) y (d) corresponden a magnificaciones sucesivas de
la corriente para el ratchet inclinado, mostrando una estructura de escalo-
nes autosimilar, tipica de una escalera del diablo. En ambos casos usamos
wp =0.7

magnificaciones sucesivas de la velocidad promedio escalada la cual exhibe
una estructura de escalones autosimilar, tipica de una escalera del diablo
[81, 82]. Esta estructura detallada ha sido reportada anteriormente [19, 20]
para el ratchet sobreamortiguado sin inclinacion, en este trabajo mostramos
esta estructura fractal en la corriente con una escalera del diablo también
para el ratchet inclinado y la podemos asociar al fenémeno se sincronizacion.

Ahora fijémonos en las definiciones de la velocidad y frecuencia promedio

Ny,
tr

(v) =
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Figura 7.6: La linea continua muestra la velocidad promedio escalada y la
linea punteada muestra la frecuencia promedio escalada, en ambos casos con-
tra la amplitud del forzamiento periédico Fp. Note que estas dos lineas coin-
ciden para un rango de Fp, debido a que todos los saltos son hacia la derecha.

k
(w)y = 21—,
Ly
donde N; y k estan dadas por las definiciones 7.1, de las cuales se puede
ver que para ' > 0y Fp menores que una fuerza critica F7},, no hay saltos
hacia la izquierda, esto es NF = 0. Para este caso la velocidad promedio y la

frecuencia promedio escaladas coinciden, esto es
27 (v) = (w). (7.12)

En la figura 7.6 mostramos como la velocidad y frecuencia promedio escaladas
en funcién de la amplitud de forzamiento Fp coinciden para un valor de
Fp < Fj. Desde luego que esta FT, tiene que ver con la amplitud necesaria
para que haya saltos a la izquierda y depende de la frecuencia del forzamiento
wp [68] y de la inclinacién F.

En las siguientes figuras vamos a utilizar a Fp < F7}, de tal forma que
la frecuencia promedio coincida con 27 veces la velocidad promedio, por lo
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Figura 7.7: Lenguas de Arnold en el espacio de parametros Fp contra wp /wp.
Las lenguas de Arnold estan localizadas justamente en los valores racionales
wp/wo = q/p, donde p y g son ntimeros enteros. Para esta figura se utilizaron
los valores de la inclinacion F' = 1 y su correspondiente frecuencia natural
wo =~ 3.41.

que hablaremos indistintamente de estas dos cantidades segtin nos convenga
y hasta que no se especifique lo contrario.

En la figura 7.7 mostramos en el espacio de parametros Fpp contra wp /wy
las zonas de sincronizacién, llamadas lenguas de Arnold!, para los valores de
la inclinacion F' = 1 la cual le corresponde una frecuencia natural del rotor
wp =~ 3.41. En estas zonas o regiones, la razén (w)/wp (6 2m(v) /wp) es una
constante formada por la razén de dos niimeros enteros p/q (sincronizacién
p:q) y localizadas en los valores de wp/wy = q/p. De esta forma mostramos
el enganche de frecuencias entre la frecuencia promedio del ratchet inclinado
y forzado (w) con la frecuencia del forzamiento wp propiamente como un
fenémeno de sincronizacion.

1S6lo mostramos las lenguas de Arnold més notorias.
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Figura 7.8: Gréafica tridimensional de la velocidad promedio escalada
27(v) /wp como funcién de Fp y wp/wp. Una proyeccién de esta grafica 3D
muestra las lenguas de Arnold en el espacio de parametros de la figura 7.7.
Aqui F =1y wy~ 341

En la figura 7.8 mostramos una grafica tridimensional de la velocidad
promedio escalada en funcién de Fp y wp/wp, para los valores de F' = 1y
wo ~3.41. Una proyeccion de esta grafica en el espacio de parametros nos
da las lenguas de Arnold de la figura 7.7. Cabe aclarar que en esta figura
y la anterior sélo estan representadas las lenguas de Arnold més anchas, ya
que como vimos anteriormente, estas presentan una estructura fina, que por
cuestion de resolucion, no es posible observarlas en estas graficas.

Ademsds de la proyeccion de esta grafica, podemos hacer cortes sobre los
ejes. Un corte ya lo hemos mostramos en la figura 7.5, la cual la obtuvimos
manteniendo a wp constante wp =0.7. Ahora en la figura 7.9 mostramos un
corte de la grafica tridimensional 7.8 manteniendo a Fp constante Fp =0.5.
En esta figura es explicito que la lengua p : ¢ le corresponde el valor de la
velocidad promedio escalada p/q y las lenguas estén localizadas en su origen
en los valores wp/wy = q/p.

Desde luego que queremos conectar claramente las propiedades de trans-
porte con la sincronizacion. La propiedad méas importante es la corriente o
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Figura 7.9: Corte de la grafica 3D 7.8 manteniendo a Fp constante. Aqui ve-

mos explicitamente que la lengua de Arnold p : ¢, corresponde al valor de la
velocidad promedio escalada p/q. Aqui F' =1, wy ~ 3.41 y Fp=0.5.

la velocidad promedio, la cual como ya aclaramos, coincide con la frecuen-
cia promedio propiamente escalada. En la figura 7.10 tenemos a la velocidad
promedio escalada ahora con wy la cual coincide con la frecuencia promedio
escalada con la misma wy. Ahora tenemos segmentos rectos en lugar de es-
calones por que estamos escalando con wy (el cual es un parametro fijo para
una inclinacién F' fija), al lugar de escalar con el pardmetro wp que corre
en el eje . Note que los picos de la velocidad promedio corresponden a los
bordes de las lenguas de Arnold, de tal forma que cuando estamos cruzan-
do una lengua de Arnold (regién de sincronizacién) la corriente incrementa
linealmente con wp/wp; en el borde derecho la corriente es un maximal y
afuera de la lengua la corriente decrece repentinamente hasta que llegamos a
la siguiente lengua, en la cual empieza a incrementar otra vez, y asi se sigue.
En el borde derecho de la legua de Arnold 1:1 (¢/p = 1), la corriente tiene
su maximo, seguido por el segundo pico mas grande en el borde derecho de
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Figura 7.10: Velocidad promedio escalada ahora con wy y la frecuencia prome-
dio escalada con wy también, como funcién de wp/wy. Los segmentos rectos
corresponden a los escalones en la figura 7.9, debido a la sincronizacién, los
maximos de la velocidad promedio estan localizados en los bordes derechos
de las lenguas de Arnold. Aqui otra vez F' =1, wg ~ 3.41 y Fp=0.5.

la lengua 1:2(q/p = 2). Los picos de la corriente dependen tanto del ancho
de las lenguas de Arnold como de la pendiente de los segmentos lineales. La
pendiente de los segmentos lineales es precisamente el valor ¢/p que etiqueta
a la lengua de Arnold p : ¢q. Entonces los picos de la corriente estan asociados
al fenémeno de la sincronizacion.

Cabe hacer notar que en la figura 7.10 para wp grandes la frecuencia
promedio tiende a la frecuencia natural wy. Si estamos en lengua p : ¢, esto
es, (w) = (p/q)wp, y para los valores del forzamiento externo wp = (q/p)wo,
obtenemos que (w)/wg = 1. Esto es, si la lengua p : ¢ sigue centrada en
wp/wo = q/p, entonces en la grafica 7.10 la corriente escalonada con wy
cruza la linea (w)/wy = 1 justamente en wp/wy = q/p.

En la figura 7.11 mostramos en (a) la lengua de Arnold 1:1 y tres puntos:
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Figura 7.11: En la figura (a) mostramos la lengua de Arnold 1:1 resaltando
3 puntos en el espacio de pardmetros: 1 (wp/wp=1.0), 2 (wp/wy=1.3251) y 3
(wp/wo=3.328), todos con Fp =0.5. En la figura (b) mostramos la diferencia
entre la fase lineal (7.2) y la fase de la fuerza externa periédica ¢p = wpt en
funcién del tiempo t/7p, con 7p = 27 /wp, para los puntos 1, 2 y 3.

1 (wp/wp=1.0) centrado en la lengua, 2 (wp/wp=3.3251) en el borde derecho
de la Lengua y 3 (wp/wp=3.328) afuera de la lengua cerca del borde. En
(b) graficamos la diferencia de la fase lineal (7.2) con la fase del forzamiento
¢p = wpt, en funcién del tiempo t/7p, donde 7p = 27 /wp es el periodo del
forzamiento. Podemos ver que para los puntos 1 y 2 que estan dentro de la
region de sincronizacion la diferencia de fase es constante, siendo cero sélo
para el punto 1 que estd justamente en el centro, para el punto 3 la dindmica
de la diferencia de fase es intermitente: la dinamica aparece con saltos repen-
tinos de 27 intercalados con épocas de un comportamiento casi sincronizado.
Cabe mencionar que este comportamiento cualitativo de la dinamica de la
diferencia de fase para los puntos de adentro y afuera de la lengua de Arnold
es general para el fenémeno de sincronizacién [12].

Hasta ahora hemos estudiado la sincronizacion en el ratchet determinista,
sin embargo, se sabe [12] que este fenémeno esté presente incluso si el sistema
tiene una componente ruidosa pequena (comparado con la altura del poten-
cial myD/U, < 1). Para adicionamos una componente ruidosa /2DE(t)
a la ecuaciéon de movimiento (7.10), donde £(t) representa un ruido blanco
Gaussiano delta correlacionado y D es el coeficiente de difusién adimensio-
nal. Luego podemos resolver la ecuacién de Langevin con el algoritmo de la
seccién 3.3.

En la figura 7.12 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio
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Figura 7.12: Velocidad promedio escalada en funcién de la frecuencia del
forzamiento escalada wp/wp, con una inclinacién F' =1.0 y una amplitud de
forzamiento Fp =1.0. En la linea punteada se muestra el caso determinista
(D =0.0). En la linea continua se muestra el caso con ruido D =0.001.

temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 particulas) escalada en
funcién de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wp, con una inclinacién
de F' = 1 y una amplitud del forzamiento Fp =1.0. En la linea punteada
se muestra el caso determinista (D = 0). En la linea continua se muestra el
caso con D =0.01. Podemos observar que el fenémeno de sincronizacion se
mantiene en las lenguas 1:1 y 1:2; incluso en la presencia de ruido.



Capitulo 8

Sincronizacion del Ratchet
inercial

En la mayoria de los trabajos sobre motores Brownianos se estudia sélo
la dindmica sobreamortiguada, sin embargo, existe interés por el efecto de la
inercia en los ratchets, en particular en el caso determinista [16, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 68, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97]. Estos
ratchet tienen en general una dinamica cadtica que altera sus propiedades de
transporte.

La dindmica inercial y determinista (temperatura cero) de una particula
de masa m en presencia del potencial ratchet y de una fuerza externa f(t) es

Vv (z)
dx

mi +myt = — + F(t), (8.1)

donde v es el coeficiente de friccién divido por la masa, F'(t) es una funcién
periddica del tiempo, de periodo Tp = 27/wp, dada por

F(t) = Fp cos(wt). (8.2)

El potencial ratchet V() estd dado por

. T — Xg 1 . T — X
sm<27r 7 )—Zsm(éhr 7 )]—i—Vl, (8.3)

Vie) = %

donde L es el periodo del potencial V(z + L) = V(z), Vi y xo son dos
constantes tal que el minimo del potencial se encuentra en el origen. Cuyos
valores son V;/Vy =1.1y zo/L ~ -.19.

79
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Es conveniente hacer un cambio de variable para trabajar con una ecua-
cién adimensional. Definamos las siguientes cantidades adimensionales

¥ =z/L, t=nt, (8.4
(8.5)
w
wb:7D7 F[,)_ mFLD,yz-
Vo
Vo= mL2y2’ Vi= mz/%v” (8.6)

Entonces, la ecuacion de movimiento adimensional, después de quitar las
primas a las variables queda como
dV(x)

Ptd=

o + Fp cos(wpt), (8.7)

donde el potencial adimensional es
1
Vi(z) = Vo |sin(27(z — x0)) + 1 sin(4m(x — xo))| + VA, (8.8)

con V1 /Vy ~1.1. En la fig. 8.1 se muestra una grafica del potencial ratchet.

Queremos saber si existe la posibilidad de una dindamica caotica. Para
esto revisaremos algunos conceptos generales de sistemas dindmicos cadticos
[98].

En general es usual llamar “caos” a la evolucion temporal irregular e
impredecible de un sistema no lineal. Una caracteristica importante es que
el sistema no repita su comportamiento; a pesar de esta falta de regularidad
los sistemas caoticos siguen ecuaciones determinista como las de la segunda
ley de Newton.

Un fenémeno importante de la dinamica cadtica es la sensibilidad a con-
diciones iniciales, como, por ejemplo, dos sistemas idénticos, cada uno con
condiciones iniciales ligeramente diferentes, debido a errores asociados a la
medicién. Para sistemas no caoticos el error en la prediccion crecera lineal-
mente en el tiempo, mientras que en un sistema cadtico el error crecera expo-
nencialmente en el tiempo, por lo que el estado del sistema se volvera practi-
camente impredecible después de un tiempo relativamente corto. El hecho
de que la capacidad de prediccion se vea limitada en sistemas cadticos nos
recuerda a los sistemas estocasticos (un sistema sujeto a fuerzas externas
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Figura 8.1: Potencial ratchet adimensional (8.8)

azarosas), sin embargo, el origen de la irregularidad es totalmente diferente.
Para el caos la irregularidad es parte de la dindmica intrinseca del sistema,
no de influencias externas azarosas.

Consideremos un sistema dindamico determinista, para el cual las condi-
ciones necesarias para la existencia de un movimiento cadtico son:

» Sensibilidad ante condiciones iniciales (divergencia exponencial de tra-
yectorias).

= Confinamiento del movimiento a una regién finita del espacio fase de
las variables dinamicas.

= Movimiento no periédico.

Para cumplir con estas tres condiciones en un sistema dinamico gober-
nado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el continuo,
y teniendo en cuenta las limitaciones que impone el teorema de existencia
y unicidad necesitamos al menos 3 variables. Ya que en un espacio de tres
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dimensiones podemos “estirar” y “doblar” las érbitas sin que se intercepten
en un punto. Es como si el caos mezclara las orbitas en el espacio fase de la
misma manera que un panadero mezcla la masa al cortarla, primero estira la
masa (divergencia) y luego la dobla (confinamiento).

A pesar de que en algunas ocasiones es posible utilizar aproximaciones
linealizadas, generalmente las ecuaciones diferenciales no lineales de primer
orden son muy dificiles o incluso imposibles de resolver analiticamente, por
lo que su solucion requiere métodos numéricos cuya implementacion practica
demanda el uso de una computadora.

Podemos observar que la ecuacién (8.7) cumple con las condiciones antes
mencionadas, ya que esta ecuacion es equivalente a tres ecuaciones diferen-
ciales de primer orden debido a la presencia explicita de la funcién F(t), y
como el potencial ratchet es no lineal es posible la existencia de una dinami-
ca cadtica. Si el término de inercia estuviera ausente, entonces el sistema
dindmico no puede ser cadtico.

8.1. Inversion de corriente y diagrama de bi-
furcacion

Consideremos el sistema dindmico (8.7), este sistema estd descrito por
una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden, y no es posible obtener
una solucién analitica, por lo que se usara el algoritmo de Runge-Kutta de
cuarto orden para obtener una solucién numérica del sistema [99].

Existen varias herramientas para analizar la dinamica cadtica de un sis-
tema, entre ellas estan la seccién de Poincaré y el diagrama de bifurcacién.

La secciéon de Poincaré es una técnica desarrollada por Poincaré para
simplificar el diagrama del espacio fase de sistemas complicados. Se construye
viendo el espacio fase estroboscépicamente. Para sistemas con un forzamiento
externo periddico, la frecuencia estroboscépica coincide con la frecuencia del
forzamiento.

La seccién de Poincaré puede proporcionar informacién de la razén entre
la frecuencia estroboscépica wy, y la frecuencia natural de la dinamica wq. Por
ejemplo, si un movimiento tiene una frecuencia natural wy = 2wy, la seccion
de Poincaré tendra sélo dos puntos. En general si la relacién es wy/ws = p/q,
donde p/q es racional, entonces hay g puntos, y el orden de su aparicién es tal
que, cuando un punto dado aparece en el diagrama, los siguientes ¢ — (p+ 1)
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Figura 8.2: Seccién de Poincaré de la ecuacién (8.7) para wp=0.895. En
puntos podemos observar un atractor cadtico para Fp=0.948266, con cruces
vemos un atractor periddico (de periodo 1) para Fp=0.948267.

son saltados. Con ayuda del diagrama de Poincaré podemos diferenciar entre
orbitas periddicas y cadticas, y podemos obtener el diagrama de bifurcacién
en funcién de la amplitud Fp.

En la figura 8.2 se muestra la seccién de Poincaré de la ecuacion (8.7)
después de un transiente, para el valor de wp=0.895 y con condiciones ini-
ciales de 2(0) = 0,v(0) = 0 . Para Fp=0.948266, la seccién de Poincaré nos
muestra un atractor cadtico y para un valor ligeramente diferente de Fp
(Fp=0.948267) el atractor es periédico. Para obtener un panorama més ge-
neral de la dindmica sobre un rango de uno de los parametros es necesario el
diagrama de bifurcacion. Con el diagrama de bifurcacién podemos comparar
simultaneamente el comportamiento periddico o cadtico del sistema.

Como ya lo indicamos anteriormente, cuando el valor de un parametro

cambia ligeramente, puede cambiar la dindmica. Este cambio depende de
las condiciones iniciales. En dindamica cuando el ntimero de soluciones de
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Figura 8.3: Para wp=0.895. se muestra en la figura superior el diagrama de
bifurcacion, en la figura inferior vemos el promedio temporal de la velocidad
normalizado por la frecuencia externa.

una ecuacién diferencial cambia (de una a dos o varias soluciones estables)
cuando variamos un parametro del sistema se llama bifurcacion. Para nuestro
caso podemos detectar bifurcaciones graficando los valores de v del diagrama
de Poincaré contra la contra la amplitud de forzamiento Fp. Este tipo de
graficas se llaman diagramas de bifurcacion.

En el articulo [22], se estudia la relacién entre el diagrama de bifurca-
cién y la velocidad promedio y se identifica el origen de las inversiones de
corriente como una bifurcacion del régimen cadtico a uno periédico. En la
figura superior 8.3 se muestra el diagrama de bifurcaciéon para wp =0.895
para un rango de Fp. Podemos observar una ruta al caos por doblamiento de
periodo y después de esta region cadtica hay una bifurcacién que toma lugar
al valor critico Ff, ~ 0.9482665, es en este punto de bifurcacion donde ocurre
la inversion de corriente. Después de este punto de bifurcacién una ventana
de periddica emerge, con una orbita de periodo 1. En la figura inferior 8.3
se muestra el promedio temporal de la velocidad (7.5), normalizado con la



85

frecuencia externa dividida por 27 (que es el numero de oscilaciones de la
fuerza externa por unidad de tiempo), con el mismo rango que el diagrama
de bifurcacién. Podemos observar una transicién abrupta justamente en el
punto de bifurcaciéon que da origen a una inversion de corriente.

Aunque ya se ha abordado el enganche de fase en ratchets en otros traba-
jos [86, 87], no es clara la definicién de fase y su relacién con la sincronizacion.
Por lo que en la siguiente seccién abordaremos la sincronizacion en ratchets
propiamente caracterizada por las lenguas de Arnold.

8.2. Resultados numeéricos

Siguiendo la misma linea que en el caso sobreamortiguado, utilizamos la
misma definicién de fase de la seccién 7.1 (ecuacién (7.2)), En esta seccién
resolveremos numéricamente la ecuacion de movimiento del ratchet inclinado

y mecido
V(z)

d
T+a= —W+F+chos(wpt), (8.9)

donde V(x) es el potencial ratchet, F' es una fuerza constante, Fp es la
amplitud del forzamiento periédico y wp es la frecuencia del forzamiento.

Usamos un algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden [99] para resolver
la ecuacién diferencial (8.9). Tomaremos como condiciones iniciales que al
tiempo t = 0 la posicién z(t = 0) = 0 y la velocidad v(t = 0) = 0. Una vez
que obtenemos la trayectoria completa, identificamos al conjunto de tiempos
discretos {tx} cuando la particula cruza las posiciones z;. Con estos eventos
marca, podemos utilizar las definiciones de la seccién 7.1. Calculamos la
frecuencia promedio a partir de (7.3) y la velocidad promedio de (7.5). Otra
vez fijaremos la amplitud del potencial Vj = 1/27. Como ya se ha mencionado
antes, esta definicién es muy general y puede ser usada en sistemas cadticos
o incluso con sistemas que contienen ruido.

8.2.1. Ratchet inclinado inercial como un rotor

Consideremos ahora la dindmica determinista inercial del ratchet inclina-

do

av
@ g
dz
donde V' (z) es el potencial ratchet (8.8) y F' es una fuerza constante.

i+d=— (8.10)
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Figura 8.4: Velocidad promedio como funcién de la inclinacion F'. La linea
punteada muestra el caso sin forzamiento periédico Fp = 0 (rotor). La linea
continua muestra el caso con forzamiento periédico Fp=1.0 y wp =0.6.

En la figura 8.4 se muestra en la linea punteada la dindmica (8.10). Al
igual que el caso sobreamortiguado existen valores criticos F.E ~0.72 y FL ~-
1.27, para valores de F' entre estos dos valores criticos la velocidad es cero,
sin embargo a diferencia del caso sobreamortiguado, la curva tiene una dis-
continuidad en estos valores criticos debido a la inercia.

En la figura 8.5 se muestra en la linea punteada la frecuencia promedio
escalada en funcién de la inclinacién F, esto es, la frecuencia “natural” o
caracteristica del rotor wy. Por ejemplo, para una inclinacién de F = 1, le
corresponde una frecuencia caracteristica wy ~6.19974321.
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Figura 8.5: frecuencia promedio como funcién de la inclinacién F'. La linea
punteada muestra el caso sin forzamiento periédico Fp = 0 (rotor), la cual
da el valor de la frecuencia “natural” o caracteristica del rotor para una F
fija. La linea continua muestra el caso con forzamiento periddico Fp=1.0 y
Wp =0.6.

8.2.2. Sincronizacion del ratchet inclinado con inercia
con una fuerza externa periédica

Teniendo nuestro rotor forzado (ratchet inclinado) con una frecuencia
caracteristica wy, podemos sincronizarlo con una fuerza externa perioédica. Lo
que implica que los valores de la frecuencia y velocidad propiamente escalada
con la frecuencia de forzamiento wp, pueden tomar valores p/q, donde p y ¢
son dos enteros.

En la figura 8.4 se muestra en la linea continua la velocidad escala-
da 27 (v)/wp en funcién de la inclinacién F', para una amplitud del for-
zamiento Fp =1y wp =0.6. Se puede observar claramente escalones donde
27(v) /wp = p/q, donde p y ¢ son enteros. Sin embargo, a diferencia del caso
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Figura 8.6: Acercamiento de la figura 8.4. La velocidad promedio es positiva
para valores de la inclinaciéon F' negativas.

sobreamortiguado, estos escalones no se mantienen en todo el rango de F'.
Podemos observar que cerca de F' = 0, para F' negativas la velocidad pro-
medio es positiva. En la figura 8.6 se muestra un acercamiento de esta zona,
este efecto ya ha sido reportado [96] para el caso inercial.

En la figura 8.5 se muestra en la linea continua la frecuencia promedio
escalada (w)/wp en funcién de la inclinacién F', para valores de la amplitud
de forzamiento F)p = 1y la frecuencia de forzamiento wp =0.6. Al igual que la
velocidad promedio, la frecuencia promedio escalada muestra escalones donde
(w)/wp = p/q, con py q enteros. Mostrando claramente un enganchamiento
de frecuencias. Sin embargo, como estamos variando la inclinacién F', no
queda claro la relacion con la frecuencia caracteristica wg de rotor con la
sincronizacién. Por lo que en los siguientes calculos fijaremos la inclinacién
F =1 con su correspondiente frecuencia wg ~6.19974321.

En la figura 8.7, se muestra en la grafica inferior a la velocidad promedio
escalada en funcién de la amplitud de forzamiento Fp, para una frecuencia
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Figura 8.7: Se muestra en la figura superior el diagrama de bifurcacién y en
la figura inferior vemos el promedio temporal de la velocidad escalada con la
frecuencia externa en funcion de la amplitud de forzamiento Fp, para una
frecuencia wp /wy =0.1, para una inclinaciéon F' = 1.
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de forzamiento wp/wy =0.1 y una inclinacién de F' =1 (que le corresponde
una wy ~6.19974321). Al igual que en el caso anterior existen escalones para
valores de la velocidad promedio escalada 27(v)/wp en p/q, con p, q enteros.
Sin embargo hay intervalos para los cuales la corriente varia mucho, lo cual
pede indicar la existencia de caos.

Siguiendo el articulo [22], se calcula el diagrama de bifurcacién y se mues-
tra en la grafica superior de la figura 8.7. Podemos observar que las regiones
donde hay caos, la velocidad promedio escalada no esta enganchada a p/q. y
en las regiones del diagrama de bifurcaciéon donde la orbita es periddica, la
velocidad promedio escalada esta enganchada.

En el diagrama de bifurcacion de la figura 8.7, para Fp <0.5859 parecie-
ra que existe caos, sin embargo, si observamos la misma regién en la figura
de abajo, el comportamiento de la velocidad promedio escalada es mas bien
constante, debido a que los atractores en ese intervalo no son cadticos. En la
figura 8.8, mostramos la seccion de Poincaré para dos valores de Fp. En la
figura superior se muestra la secciéon de Poincaré para Fp =0.5, podemos ver
que el atractor es cuasiperiédico. En la figura inferior se muestra la seccién
de Poincaré para Fp =1.75, en este caso el atractor es cadtico. Por lo tanto
podemos diferenciar tres zonas en el diagrama de bifurcacion de la figura
8.7, la primera (Fp <0.5859) corresponde a una serie de atractores cuasi-
periédicos, después de esta zona se intercalan zonas de atractores cadticos
con atractores periddicos. El cambio entre estos atractores corresponde a un
cambio abrupto en la corriente promedio, se puede observar que para atrac-
tores periodicos la corriente promedio escalada esta enganchada con valores
p/q, con p, q enteros.

En la figura 8.9 se muestra la velocidad promedio escalada en funcion
de la amplitud Fp. En (b), (c) y (d) se muestran sucesivas ampliaciones de
(a). Podemos observar que aunque existe caos, hay regiones dentro de las
ampliaciones donde la velocidad promedio escalada esta enganchada. Debido
al caos, ya no hay una estructura detallada como en el caso sobreamortiguado,
sin embargo, existe una estructura autosimilar.

En la figura 8.10 se muestra el espacio de parametros Fp contra wp/wy
que muestra las regiones de sincronizacion, llamadas lenguas de Arnold, lo-
calizadas en valores racionales ¢/p, con p, q enteros. Cada lengua de Arnold
estd etiquetada por estos valores enteros p : ¢, implicando que las lenguas de
Arnold para Fp = 0 empiezan en los valores de wp/wg = q/p y toda la lengua
p : q corresponde al valor de la velocidad promedio escalada 27 (v) /wp = p/q.
Esta grafica es una proyeccion de la grafica tridimensional 8.11.
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Figura 8.8: Secciéon de Poincaré para el ratchet sobreamortiguado con una
inclinaciéon F' = 1. En la figura superior se muestra un atractor cuasiperiédico
para una amplitud de forzamiento Fp =0.5. En la figura inferior se muestra
un atractor cadtico para una amplitud de forzamiento Fp =1.75. En ambos
casos se utilizé una frecuencia de forzamiento wp/wy =0.1.
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Figura 8.9: (a) Velocidad promedio escalada para el ratchet inercial en funcién
de la amplitud del forzamiento Fp, con una inclinaciéon de F' = 1 y una
frecuencia del forzamiento wp/wy =0.1. (b), (c) y (d) se muestran sucesivas
ampliaciones de (a).

En la figura 8.11 mostramos a la velocidad promedio escalada 27 (v) /wp
en funcién de de la amplitud de forzamiento Fp y la frecuencia del forzamien-
to escalada wp/wy. Con esta gréafica podemos obtener con una proyeccién a
las Lenguas de Arnold de la figura 8.10. Con un corte manteniendo a wp /wy
y variando a Fp, obtenemos la grafica 8.9. La grafica 8.12 es un corte de 8.11,
ahora manteniendo a Fp fijo y variando a wp /wp.

En la figura 8.12 se muestra la velocidad promedio escalada 27 (v)/wp
en funcién de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wg. Podemos ver
claramente en esta figura los escalones para 27 (v) /wp = p/q, con p, q enteros.
Esta figura es un corte de la grafica tridimensional 8.11, con Fp =1.0. Cada
escalén corresponde a una lengua de Arnold p : ¢ localizada para Fp =0 en
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Figura 8.10: Lenguas de Arnold en el espacio de parametros Fp contra wp /wo,
para el ratchet inercial con una inclinacién de F' =1 (wy ~ 6,19774321).

wp/wo = q/p.

En la figura 8.13 se muestra al velocidad promedio escalada ahora con
la frecuencia caracteristica wy en lugar del parametro que corre wp. Las
lineas rectas corresponden a los escalones de la figura 8.12, cuya pendiente es
precisamente el valor del enganchamiento de 27(v)/wp = p/q. Podemos ver
que los maximos de la corriente estan en los bordes derechos de las lenguas de
Arnold, lo que implica que, al igual que el caso sobreamortiguado, la corriente
maxima promedio se debe a un efecto conjunto entre el ancho de la lengua y
el valor de la pendiente (el valor del enganchamiento).

Al igual que en el caso sobreamortiguado, queremos investigar la sincro-
nizacion en presencia de ruido. Para ello podemos adicionar una componente
ruidosa v/2DE(t) a la ecuacién de movimiento (8.7), donde &(t) representa un
ruido blanco Gaussiano delta correlacionado y D es el coeficiente de difusién
adimensional (D/L?*~).

En la figura 8.14 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio
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Figura 8.11: Gréfica tridimensional de la velocidad promedio escalada
27(v) /wp en funcién de la amplitud de forzamiento Fp y la frecuencia del
forzamiento escalada wp/wo, para una inclinacién F' =1 (wy ~6.19774321).
Una proyeccion de esta grafica muestra las lenguas de Arnold de la figura
8.10.

temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 particulas) escalada en
funcién de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wp, con una inclinacién
de F' =1 y una amplitud del forzamiento Fp =1.0. En la linea continua se
muestra el caso determinista (D = 0). En la linea punteada se muestra el
caso con D =0.005. Podemos observar que el fenémeno de sincronizacion al
igual que en el caso sobreamortiguado, se mantiene en la lengua 1:1, incluso
en la presencia de ruido.
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Figura 8.12: velocidad promedio escalada en funcion de la frecuencia escalada
del forzamiento wp/wy, para el ratchet inercial con una inclinacién de F' = 1
y una amplitud de forzamiento Fp =1.0. Aqui se muestra claramente los
escalones donde 27 (v) /wp = p/q, con p, q enteros.
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Figura 8.13: Velocidad promedio escalada ahora como 27 (v) /wy como funcién
de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wy, para una inclinacién de F' =
1 y una amplitud de forzamiento Fp =1.0. Las lineas rectas corresponden a
los escalones de la figura 8.12. Los picos de la corriente estan localizados en
el borde derecho de las lenguas de Arnold.
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Figura 8.14: Velocidad promedio escalada 27 (v)/wp en funcién de la fre-
cuencia del forzamiento escalada wp/wy, para una inclinaciéon de F' =1.0
(wp ~6.19774321) y una amplitud de forzamiento Fp =1.0. En la linea con-
tinua se muestra el caso determinista (D = 0,0) y en la linea punteada se
muestra el caso con ruido D =0.005.
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Capitulo 9

Sincronizacion de dos motores
Brownianos

Existen proteinas motoras en el interior de la célula capaces de reali-
zar un transporte unidireccional. Una de estas proteinas motoras o moto-
res moleculares es la cinesina. Esta proteina motora ha atraido considerable
atencién, motivada por los resultados experimentales, en los cuales detalles
dindmicos de su movimiento han sido medidos [100, 8, 9]. Las cinecinas son
proteinas con dos cabezas que realizan una caminata sobre microtubulos
adentro de la célula. Motivados por estos resultados experimentales, varios
autores [101, 102, 103, 104, 105, 106] han introducido diversos modelos para
entender la forma de caminar de la cinesina. Usualmente, estos modelos con-
sideran dos particulas acopladas sujetas al potencial ratchet, que modela la
estructura periédica de los microtubulos. En las referencias [101, 102], los au-
tores consideran dos particulas puntuales en un potencial ratchet y acopladas
eldsticamente (linealmente).

En [107, 108, 109, 110] se estudia un modelo motivado en la caminata
de la cinesina. El modelo considera a dos particulas sobre un ratchet acopla-
das a través de un potencial no lineal biestable y sujetas a ruidos blancos
independientes.

A pesar de que la gran mayoria de los trabajos consideran ruido, en
estd seccion vamos a considerar la dinamica determinista de este caminante
y vamos a aplicar los conceptos relacionados a la sincronizacion de estos
caminantes con una fuerza externa periddica.
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9.1. EIl modelo del caminante

El modelo que vamos a utilizar es el usado por [107, 108, 109, 110], el
modelo considera a un caminante sobre un potencial ratchet. Este caminante
tiene dos pies que son representados por dos particulas puntuales de masa m
en una dimensién acopladas por un potencial no lineal biestable. Adicional-
mente estas particulas estan sujetas en nuestro caso a una fuerza constante
F y a una fuerza periédica Fpsin(wpt). La dindmica de las particulas es
sobreamortiguada y esta dada por las ecuaciones

_dV(x)  OVi(z —y)

myt = T e + F + Fpsin(wpt),
(9.1)
av OV (z —
myy = — d(y) — b(ax y) + F + Fpsin(wpt),
Y Y

donde 7 es el coeficiente de friccién divido por la masa, —0,V () es la fuerza
debido al ratchet, —0,V,(xz — y) es la fuerza del acoplamiento debida al po-
tencial biestable, F' es una fuerza constante, Fp y wp son la amplitud y la
frecuencia de la fuerza periédica respectivamente.

Estas ecuaciones representan a dos particulas sobre el potencial ratchet

V() = —Vi [sin (ML‘W) + L (Mﬂ LV (92)

4
donde L es el periodo del potencial V(z 4 L) = V (z);las constantes xq/L ~-
19 y Vi/Vy ~1.1 se utilizan para que el minimo del potencial este en el
origen.
El potencial biestable esta dado por

%(x—y):‘/l)+%[(zzy)4—2<x;y>21, (9.3)

donde V,, es la amplitud del potencial y representa la fuerza del acoplamiento
entre las dos particulas, y 2[ es la distancia entre los dos minimos.

Sigamos con la misma convencién que en las secciones anteriores para
derivar las ecuaciones adimensionales. Esto es, tomemos como longitud ca-
racteristica a el periodo del ratchet L y como tiempo caracteristico al inverso
de 7. Definamos las siguientes cantidades adimensionales:z’ = z/L,z| =
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U(x)

Figura 9.1: Caminante sobre el ratchet inclinado indicando la dinamica que
define los eventos temporales discretos ¢ para la particula z. El acoplamiento
se representa por un resorte sélo por motivos ilustrativos, ya que la interac-
cion no es lineal. El potencial ratchet sin inclinacion se ilustra en el recuadro.

xy/L,y' =vy/L,yo = yy/L,t' =ty,l' =1/L, ), = wp/v, F' = F/mL~y? F}, =
Fp/mL~?, Vi = Vp/mL*y* V] = Vi/mL*~* Vl = V3/mL*y?. Sustituyendo
estas definiciones en las ecuaciones de movimiento (9.1), después quitando
las primas, obtenemos las ecuaciones de movimiento adimensionales

dV(z) Vil —y)

T = T o + F + Fpsin(wpt),

(9.4)
av —
y o= — (%) — OV(z —y) + F + Fpsin(wpt),
dy dy
con el potencial ratchet adimensional
1

V(z) = =Vg[sin(27(z — z0)) + 1 sin(4m(x — x0))] + V4, (9.5)

y el potencial biestable adimensional
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Vp(x-y)
Vi (x-y)

U(x)

Figura 9.2: El caminante sobre el ratchet, en el recuadro se muestra el poten-
cial biestable. (a) Si x —y < 0, implica que la particula y estd adelante de la
z. (b) Si x —y > 0 implica que la particula = esta adelante de la particula y.
Cuando el caminante da un paso hay una transicién entre los estados estables
del potencial biestable.

Vb(ZL’—y):%[(aj;y>4—2<x;y>2+1]. (9.6)

Este modelo es diferente a los modelos previos [101, 102], debido a que el
acoplamiento es no lineal a través de un potencial biestable. Es importante
hacer notar que el acoplamiento entre las dos particulas involucra a la variable
x — y. Esta variable puede ser positiva, negativa o cero. Cuando x —y > 0
implica que la particula x estd adelante de la particula y. Cuando z —y < 0,
ahora la particula y esta adelante de la z. Entonces, las transiciones entre los
dos estados estables en el potencial biestable, corresponde al cambio de orden
entre las particulas. los minimos del potencial biestable estan localizados en
x—y = +l, donde [ es la distancia de relajacién entre las dos particulas. Este
acoplamiento no lineal nos permite considerar un aspecto de la verdadera
caminata: la posibilidad de alternar los dos pies.

9.2. definicion de las fases

Aligual que en los casos anteriores utilizaremos las definiciones de la fase,
la velocidad promedio y la frecuencia promedio introducidas en la seccion



103

7.1. Como ya se menciono estas definiciones son muy generales y pueden ser
utilizadas en nuestro caso; desde luego, cada particula tendrd su propia fase,
velocidad promedio y frecuencia promedio. Sin embargo estamos interesados
en el comportamiento global del caminante, por lo que nos centraremos en
el promedio de las posiciones, esto es, en la dindmica del centro de masa
z = (x + y)/2. Por lo que en lo cdlculos siguientes cuando reportemos la
velocidad promedio y la frecuencia promedio, nos estaremos refiriendo a la
velocidad y frecuencia promedio del centro de masa z.

9.3. Resultados numéricos

En esta seccién resolvemos las ecuaciones 9.4 del caminante en un rat-
chet inclinado y mecido por una fuerza periddica. Usamos el algoritmo de
Runge-Kutta de cuarto orden para resolverlas ecuaciones 9.4. Utilizaremos
las condiciones iniciales z(t = 0) = 0 y y(t = 0) = 1. Una vez que obte-
nemos las trayectorias completas, identificamos el conjunto de los tiempos
discretos {t7} y {t!} cuando las particulas x y y cruzan las posiciones zy y
Y, respectivamente, con k entero. Con estos eventos marca calculamos para
cada particula la frecuencia promedio a partir de (7.3), y después de calcu-
lar N y N/, obtenemos la corriente usando (7.5) para cada particula. Con
esto obtenemos la velocidad y frecuencia promedio como un promedio entre
las velocidades y frecuencias de las particulas respectivamente. Fijaremos el
valor de la amplitud del potencial ratchet a U, = 1/2.

A diferencia de los casos anteriores, el acoplamiento entre las particulas
da una dindmica dependiente de la distancia de relajacion entre los pies [
y la amplitud del potencial biestable V. Los valores importantes de estos
parametros son con respecto al periodo del ratchet (que el caso adimensional
es 1) /1y larazon entre las alturas de los potenciales V;,/U,.. Para simplificar,
usaremos en todos los célculos posteriores el valor de Vj, = 2U,. (esto es, las
alturas de los potenciales similares).

En la figura 9.3 se muestra la inclinacién critica F, para la existencia de
saltos en funcion de la distancia de relajacién entre los pies [ sin forzamiento
externo (Fp = 0). Podemos observar que la F. minima se encuentra en
[ =1/2y paral = 1 esta coincide con la fuerza critica para una sola particula
F.=0.75, esto es, cuando | = 1 (la distancia de relajacién entre las particulas
es igual al periodo del ratchet), es como si no existiera acoplamiento entre
las particulas (ya que siempre mantienen su distancia igual a la distancia de
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Figura 9.3: Inclinacion critica F, para la existencia de saltos en funcion de
la distancia de relajacién de los pies [. Sin forzamiento externo( Fp =0.0) y
con una amplitud del potencial biestable de V;, = 2Uk.

relajacién ) y para [ = 1/2, existe un comportamiento cooperativo entre las
dos particulas, tal que se necesita una menor inclinacién del ratchet para que
existan saltos.

En la figura 9.4 se muestra la frecuencia “caracteristica” wy en funcion
de la distancia de relajacion de los do pies [, para una inclinacién fija F' = 1.
La wp presenta un méximo en [ = 1/2, congruente con la figura 9.3. En este
caso, todos los saltos son a la derecha, ya que sélo actiua la fuerza constante
F =1 sobre el caminante en el ratchet, por lo que wy = 27 (v), esto es, la
velocidad promedio tiene un méaximo en [ = 1/2. Debido a esto utilizaremos
en los siguientes cdlculos el valor [ = 1/2 y una inclinacién de F' =1.0, para
estos parametros de [ y F' les corresponde una frecuencia “caracteristica”
wo ~ 5.14980744.

En la figura 9.5 mostramos la velocidad promedio escalada 27(v) /wp en
funciéon de la inclinacién F'. La linea continua indica el caso sin forzamiento
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Figura 9.4: Frecuencia “caracteristica” wy en funcién de la distancia de relaja-
cién de los dos pies [, para una inclinacién F' =1.0, sin forzamiento periédico
(Fp =0.0). En este caso, todos los saltos son hacia la derecha y wy = 27 (v).

periédico (Fp = 0). La linea punteada muestra el caso con un forzamiento
periddico con amplitud Fp =1.0 y con frecuencia wp =0.6. Podemos ver que
hay un enganche de la velocidad escalada, pero como en los casos anteriores
de una sola particula, no es claro como estd relacionada la sincronizacién con
wp, de hecho, existe una velocidad promedio escalada enganchada en p/q,
con p, q enteros, para valores de F' en donde no esta definida una frecuencia
caracteristica wy. Por lo que no podemos hablar de sincronizacién para todo
el rango de F.

En la figura 9.6 se muestra la velocidad promedio escalada 27 (v)/wp en
funcién de la amplitud del forzamiento Fp. En (b), (¢) y (d) se muestran
ampliaciones sucesivas de (a). Podemos observar claramente el fenémeno de
sincronizacién con el enganche de la velocidad promedio escalada 27 (v) /wp
en los valores p/q, con p, ¢ enteros. Al igual que en el caso de una sola particu-
la, la velocidad promedio muestra una estructura autosimilar de escalones,
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Figura 9.5: Velocidad promedio escalada 27(v) /wp en funcién de la inclina-
cién F. La linea continua muestra el caso sin forzamiento periddico Fp = 0.
La linea punteada muestra el caso con un forzamiento periédico con una

frecuencia wp =0.6 y una amplitud Fp =1.0, para una altura del potencial
biestable V,, = 2Ug y una distancia de relajacion entre los pies [ =0.5.

tipica de una escalera del diablo.

En la figura 9.7 se muestra el espacio de parametros Fp contra wp/wy.
que muestran las regiones de sincronizacion, también llamadas Lenguas de
Arnold, localizadas en los valores racionales wp/wg = ¢q/p, con p, q enteros.
Cada lengua corresponde a un valor de ¢/p y estan etiquetadas por estos
valores. A la lengua p : ¢ le corresponde el valor de la velocidad promedio
escalada 27 (v) /wp = p/q, localizadas en wp /wy = q/p.

En la figura 9.8 se muestra una grafica tridimensional de la velocidad
promedio escalada 27 (v)/wp en funcién de la amplitud de forzamiento Fp
y la frecuencia de forzamiento wp/wy. Una proyeccién sobre el espacio de
pardametros Fp v wp/wp nos da la grafica 9.7. Podemos obtener la gréfica 9.6
a partir de un corte de la grafica 9.8, manteniendo a wp constante, también
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Figura 9.6: (a) Velocidad promedio escalada 27 (v)/wp en funcién de la
amplitud del forzamiento Fp. (b), (¢) y (d) ampliaciones sucesivas de (a).
La frecuencia del forzamiento es wp/wy =0.1, la inclinacién es F =1.0
(wo ~5.14980744), una altura del potencial biestable V, = 2Ug y una dis-
tancia de relajacién entre los pies | =0.5

podemos obtener a 9.9 manteniendo a Fp constante y variando a wp.

En la figura 9.9 se muestra la velocidad promedio escalada 27(v) /wp en
funcién de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wy. Aqui se ve explici-
tamente los escalones donde hay enganche de la velocidad promedio escalada
27 (v) /wp con p/q, para p, q enteros. Esta figura se puede obtener a partir
de un corte de la figura tridimensional 9.8 manteniendo a Fp =1.0.

En la figura 9.10 se muestra la velocidad promedio escalada ahora como
27 (v) Jwy (en vez del pardmetro que corre wp) en funcién de la frecuencia
del forzamiento escalada wp/wg. Al lugar de escalones ahora tenemos lineas
rectas cuyas pendientes corresponde al valor del enganchamiento de la velo-
cidad promedio escalada 27 (v) /wp = p/q, cuyo inverso da la localizacién de
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Figura 9.7: Lenguas de Arnold en el espacio de pardmetros Fp contra wp /wp.
Para un inclinacién de F' = 1 (wp ~5.14980744), con una altura del potencial
biestable V, = 2Ugx y una distancia de relajacién entre los pies [ =0.5. Las
lenguas de Arnold estdn localizadas en los valores racionales ¢/p (con p, ¢
enteros), de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wy.

la lengua a la que corresponde (wp/wy = q/p). Los maximos de la velocidad
promedio escalada, al igual que en los casos anteriores, estan en el borde
derecho de las lenguas de Arnold. Esto es cuando la velocidad promedio es-
calada esta en una lengua, esta incremente linealmente con wp. Entonces, al
igual que en los casos anteriores, los maximos de la velocidad promedio estan
asociados al fenémeno de sincronizacion.

Al igual que en los casos anteriores, queremos investigar la sincroniza-
cion del caminante en presencia de ruido. Para ello podemos adicionar a
cada ecuacién de movimiento en (9.4) una componente ruidosa /2DE*(t) y
V2DEY(t) respectivamente, donde £%(t) y €¥(t) representan dos ruidos blan-
cos Gaussianos delta correlacionados independientes y D es el coeficiente de
difusién adimensional (D/L%*y).
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Figura 9.8: Grafica tridimensional de la velocidad promedio escalada
27(v) /wp en funcién de la amplitud de forzamiento Fp y la frecuencia de
forzamiento wp /wy, para una inclinacién de F' = 1, una altura del potencial
biestable V,, = 2Ug y una distancia de relajacion entre los pies [ =0.5.

En la figura 9.11 se muestra la velocidad promedio (ahora es un promedio
temporal mas un promedio sobre un ensamble de 400 particulas) escalada
27 (v) Jwp en funcién de la frecuencia del forzamiento escalada wp /wy,. En la
linea continua se muestra el caso determinista (D = 0). En la linea punteada
se muestra el caso con ruido D =0.01. Podemos observar que el fenémeno de
sincronizacién al igual que en los casos anteriores, se mantiene en la lengua
1:2, incluso en la presencia de ruido.
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Figura 9.9: Velocidad promedio escalada 27 (v) /wp en funcién de la frecuencia
del forzamiento escalada wp/wgy con una amplitud del forzamiento Fp =1.0,
una inclinacién de F' = 1 (wp ~5.14980744), una altura del potencial biestable
Vi, = 2URr y una distancia de relajacion entre los pies [ =0.5.
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Figura 9.10: Velocidad promedio escalada ahora como 27(v)/wy en funcién
de la frecuencia del forzamiento escalada wp/wy con una amplitud del forza-
miento Fp =1.0. Las lineas rectas corresponde a los escalones de 9.9, para
un inclinacién de F' = 1 (wp ~5.14980744), con una altura del potencial
biestable V;, = 2Ug y una distancia de relajacion entre los pies [ =1/2.
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Figura 9.11: Velocidad promedio escalada 27 (v)/wp en funcién de la fre-
cuencia del forzamiento escalada wp/wy con una amplitud del forzamiento
Fp =1.0. La linea continua muestra el caso determinista D=0.0. La linea
punteada muestra el caso con ruido D =0.01. En ambos casos la inclinacién
es F' =1 (wp ~5.14980744), con una altura del potencial biestable V, = 2Ug
y una distancia de relajacién entre los pies (=1/2.



Capitulo 10

Conclusion

La investigacién en motores Brownianos crecié enormemente en la tltima
década, debido a la gamma de sistemas fisicos y bioldgicos en los que estos
motores Brownianos se encuentran, por ejemplo: proteinas motoras, uniones
Josephson , densidad de vértices en superconductores y sélo por mencionar
algunos. Recientemente el caso determinista (temperatura cero) ha atraido
una gran atencion, en particular el caso inercial, ya que en general tiene una
dindamica cadtica que puede afectar las propiedades de trasporte del ratchet.

En este trabajo hemos analizado el fendmeno se sincronizacion en tres
casos:

= Una particula sobreamortiguada sobre un ratchet inclinado con forza-
miento periodico.

= Una particula inercial sobre un ratchet inclinado con forzamiento pe-
riddico.

= Dos particulas acopladas a través de un potencial biestable, sobre un
ratchet inclinado y forzado periédicamente, la dinamica en este caso se
caracterizd por el centro de masa de las particulas.

En los tres casos, las particulas estan sujetas a la fuerza debida al ratchet, a
una fuerza periddica y a una fuerza constante. La fuerza constante es nece-
saria para que el ratchet este inclinado, de tal forma que en ausencia de la
fuerza periddica el ratchet inclinado tenga una frecuencia caracteristica.
Introducimos una fase lineal a través de un conjunto de tiempos determi-
nados por la ocurrencia de saltos entre pozos del potencial ratchet, y mostra-
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mos que la frecuencia promedio asociada a la fase lineal del ratchet inclinado
puede ser sincronizada con la frecuencia del forzamiento periédico.

En todos los casos se obtuvieron lenguas de Arnold bien definidas en el
espacio de parametros bidimensional, dado por la amplitud y la frecuencia del
forzamiento periédico. Cada lengua de Arnold esta etiquetada por un ntimero
racional p/q (sincronizacién p:q ), donde p y ¢ son dos niimeros enteros, cuyo
valor da la velocidad promedio normalizada 27 < v > /wp y su inverso nos
dice la posicion de las lenguas.

Se obtuvo una estructura autosimilar para la velocidad promedio en fun-
cion de la amplitud del forzamiento. Pero sélo para los casos sobre amorti-
guados (a) y (c) se obtuvo una estructura fractal tipo escalera del diablo.

Se mostré que los maximos de la velocidad promedio escalada corres-
ponden a los bordes de las lenguas Arnold, con lo cual se establecié una
conexién entre el transporte éptimo en ratchets inclinados y el fenémeno de
sincronizacion.

Se estudio brevemente el efecto del ruido sobre la sincronizacion del rat-
chet inclinado y se obtuvo que para ruidos pequenos comparados con la altura
del potencial, el fenémeno de sincronizacién se mantiene para las lenguas de
Arnold maés anchas.
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